译 者 的 话  .， 


《立体 几何 短文 集 》 是 我 们 编译 的 《量子 》 数 学 短文 精 
入 中 的 一 本 . 《量子 》 杂 志 是 苏联 科学 院 、 苏 联 教育 科学 院 共 
宁 主 办 的 一 本 数学 、 物 理科 普 和 杂志 。 其 中 的 数学 短文 新 颖 、 
趣味 、 针 对 性 强 、 文 字 通 俗 易 懂 ， 能 启迪 智 丫 ， 说 养 能 力 ， 
对 指导 中 学 生 学 习 、 开 展 第 二 课堂 活动 ， 举 办 数学 奥林匹克 
都 是 极 有 价值 的 材料 。 对 广大 的 中 学 教师 也 是 有 益 的 教研 资 
料 . 

立体 几何 是 中 学 数学 中 重 村 的 一 个 分 科 ， 也 是 中 学 生 学 
习 时 多 感 困难 的 一 门 学 科 。 为 此 、 我 们 选 译 了 《量子 》 中 的 
部 分 立体 几何 短文 ， 奉 责 给 广大 读 洗 . 

学 习 立 体 几 何 机 很 好 地 发 展 空间 想象 力 ， 解 立体 几何 回 
是 往 往 要 综合 运用 代数 、 三 角 、 几 何等 诸 方 面 的 知识 与 方法 
要 学 会 画 总 图 与 分 图 ， 学 习 立 体 几 何 常常 要 与 平面 几何 进行 
类 比 ， 常 常 变 使 用 辅助 元 素 ， 如 果 说 ， 辅 助 的 线段 和 角 你 可 
能 比较 部 悉 ， 那 么 “辅助 立方 体 ”就 有 不 少 新 意 ! 当 你 学 会 
解 一 些 基 本 问题 之 后 ， 笠 样 解 多 图 形 的 立体 几何 问题 ? 怎 祥 
解 非常 规 、 非 标准 的 立体 几何 问题 ? 短文 中 都 有 专门 篇 目 进 
行 介绍 ， 这 些 短 文 融 知识 与 方法 为 一 体 ， 既 有 让 寅 的 材料 ， 
又 渗透 着 数学 的 思想 ， 每 篇 后 还 都 配备 供 读者 练习 的 少量 习 
题 . 我们 期 望 这 本 短文 集 能 成 为 中 学 数学 教师 、 数 学 辅导 员 
的 动手 ， 期 望 它 成 为 广大 中 学 生 学 习 立 体 几 何 的 益友 ， 

需要 说 明 的 是 ， 我 们 选择 的 文章 只 是 《量子 》 中 立体 几 


何 短文 中 的 一 部 分 ， 由 于 资料 不 全 ， 尚 有 不 少 优秀 短文 未 能 
收入 。 男 外， 出 于 译 者 水 平 所 限 ， 隔 误 难 免 ， 望 读者 指正 . 

最 后 ， 我 们 对 吉宗 沪 副 研究 员 在 百 忙 中 精 校 本 书 各 篇 的 
译 稿 表示 感谢 ， 


译 者 北京 师范 学 院 数 学 条 周 春 萝 
可 过 
1988 年 1 月 
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一 、 儿 何 的 类 比 
B. 库 雪 吾 夫 


学 如 几何 学 ， 你 大 概 会 发 现 ， 三 角形 与 四 面体 的 荣 些 性 
质 很 相像 与 三 角形 联系 的 许多 几何 概念 ， 在 空间 也 有 类 似 
的 东 药 ， 例 如 ， 三 角形 的 边 一 一 四 面体 的 面 ， 边 长 一 一 侧面 
面积 ， 内 切 团 -一 -内 切 球 ， 外 接 加 一 一 外 接 球 ， 面 积 一 一 体 
积 ， 角 平分 线 一 一 二 面 角 的 平分 面 等 等 ， 

”这 个 类 比 ， 不 仅 是 表面 的 ， 许 多 关于 三 角形 的 定理 ， 如 
困 在 它 里 面 的 平面 几何 术语 用 站 应 的 立体 几何 术语 来 代替 ， 
并 且 简 述 的 相应 方式 稍 加 修改 ， 就 变 为 关于 四 面体 的 定理 . 
我 们 将 研究 某 些 这 样 的 定理 ， 

定理 1 :三 角形 .48GC 内 ~ 
角 平 分 线 CD 分 对 边 所 成 的 线 
段 与 边 4C 和 BC 成 比 侠 .。 

证 明 首先 在 三 角形 4DC 
与 DBC 中 分 别 采 用 线段 4C 


和 BC 为 底 边 (图 1), 点 五 到  -- . -3 
角 ACB 的 两 边 是 等 路 尚 的 ， 
因此 | 图 1 

Sio。 4C | 

Soo ”| BC 


典 人 在， 在 这 两 个 三 角形 中 再 采用 线段 4D 和 DB 为 底 这 ， 
很 明显 ， 


Ssoo lBD 
从 而 
、 14D| ECc1 
TaD “Bel 


我 们 想起 ， 分 一 个 二 面 角 为 两 个 量 值 相 等 的 二 面 角 的 半 
平面 叫做 这 个 二 面 角 的 平分 面 ， 二 面 角 的 平分 面 是 与 它 的 界 
面 等 距离 的 点 集 。 我 们 证 明 , .四 面体 的 二 面 角 的 平分 面 也 有 
三 角形 角 的 平分 线 相 类 似 的 性 质 ， 

定理 2 下面 体 二 面 有 的 
平分 面 分 对 村 所 成 的 比 等 于 形 
成 这 个 二 面 角 的 两 个 界面 面 舱 
之 比 ， 

证 明 ” 设 ADM 为 四 面体 
的 截面， 是 以 4 为 楼 的 二 
面 角 的 平分 区 (图 2 )， 四 面体 
ACMD 与 4BMD 的 体积 分 
| 别 用 人 广 ,和 矿 , 表 示 . 

国 为 点 内 与 界面 4DC 和 ADB 等 距离 ， 

Vy Sune 
Ve Sos” 
另 一 方面 ， 容 易 看 到 ， 


所 EC os > TM BT? 


这 正 是 需要 证 明 的 结论 。 
_ 上 顺便 指出 ， Se 
与 2 的 相似 性 ， 

对 于 下 面 的 内 容 我 们 需要 下 列 的 论断 : 


如 果 计 EAB， 和 [AM1:1MBIE =m:n， 那 么 对 于 空间 


-es 


四 于 


OM= 0A+-" OB C1» 
(确认 这 个 论 晰 1) 

我 们 应 用 《 1 来 证 明 三 角形 三 条 中 线 交 于 一 点 的 定 再 
《4&6 一 8 年 级 有 几何》 问题 638) 和 对 于 四 面体 关 似 的 定理 ‘#9— 
10 年 级 几何 》 问 题 314)。 

定理 3 三 角形 的 三 条 中 
线 相 交 于 一 点 ， 并 且 这 一 点 分 
每 一 条 中 线 的 比 是 2:1. 

证 明 设计 ;是 三 角形 
肝 BC 的 中 线 AD 上 使 | 4M 1: 
[MDI =2:1 的 点 ， 口 是 空间 
任意 一 点 (图 83). - 

根据 ( 1) 我们 有 、 图 3 


i 0 


3 


和 p= (OB+OC). 


= 1 me 一 一 Cs 
OWN, -OA+- 850B+OC) 
1 O40OB+OC). 


3 


好 尺 必 ; 和 并 ,是 中 线 CE 与 BF 上 从 奈 点 算 起 分 沪 
23;1 区 分 点 。 则 类 似 有 


tr 


OM, = .» (0A+ 0B+00), oT, 
OM, - 1 (OA+ OB OC). 


这 样 一 来 ， Di -0DM = OM,, 
只 而 ， 点 MM ，， af 和 李 : 重 侣 ， 定理 得 证 . 

我 们 版 便 得 到 了 落 名 的 关系 式 ， 

OR -1 (O7408 + 00,, 
其 中 对 是 三 角形 的 重心 (三 中 线 的 交点 ?)， 而 口 是 宝 闻 任意 一 
， 点 . 
所 谓 四 面体 的 中 线 荐 
连结 四 面体 的 预 点 与 所 对 
界面 重心 的 线段 。. 署 来 ， 
、， 对 于 四 面体 移 中 线 业 似 于 。 
定理 3 的 定理 是 正确 移 ， 
定理 4 四 面体 的 四 
条 中 线 相交 于 一 点 并 且 交 
点 分 每 一 条 中 线 《 由 顶点 


算 起 ) 为 3;1 的 两 段 。 

证 明 设 型 :是 四 百 体 4BCP 中 线 CC 上 使 往 [C 李 | 
:Ci =3:1 的 点 (图 4)， 设 口 荆 空间 任 党 一 点 ， 根 据 公 
式 (1) i; 


OM =- OC+ -OC.. 


此 外 ， OC, = Of + 0B+ 0D). 


因为 是 三 角形 4B8D 的 重心 。 所 以 
epee 号 


ON ， = 二 OC + 一 OA OB+ OD) 


-一 (04 + OB + OC + ODY. 


对 9 把 辕 面体 的 中 线 44 ，BB8 ;和 DD 分别 分 为 3;1 多 比 
的 点 胚 ,， 几 ,和 用 ,可 以 得 到 区 样 的 表达 式 ， 因 此 - 
ON, -OU =0M, = 4+-(0A+08 +0OC+0D). 

有 即 莱 讶 1,， 新 ，,，M 人 和 他 ,重合 ， ， 
四 面体 的 中 线 的 交点 谋 了 世 岂 做 它 的 重心 我们 和 注意， 对 
于 空间 任意 点 0O， 等 式 


TRO2+ OB + OC oD,). 
都 是 正 悄 的 . 
加 后 ， 我 们 研究 平 苗 几何 中 一 个 有 趣 的 定理 ， 闪 且 试 图 
找到 立体 几何 中 与 它 类 似 的 定理 ， 


ei 


定理 5 通过 三 
:角形 "4BC 肉 取 的 任 
一 点 日 作 平行 于 它 

各 边 的 直线 ， 如 时 
S15.5:，Ss 是 所 形 
、 -上 ”成 的 三 角形 的 面积 
| 《图 5), 侧 5S 是 已 知 

图 5 - .三 角形 的 面积 , - 则 

VS sv SS: tv Ss tv Sa 

证 骨 形成 的 三 角形 与 三 角形 4BC 相似 ， 因 此 ，， 

v Si |MYRI v3 lo0! Vv lop 
Ve- iABI ?Vv KF BV [ABI 


1! +S tv Sa IMRI+IOQI+tIOP! 
AY ABI . 
- 了 


_ IMRI+]BRI+|IMA) 
= ”HE 


一 1 


ww = SI +v Ss + Sa 
我 们 篇 述 在 空间 中 类 似 的 定理 . 
定理 通过 四 面体 内 部 取 的 任 意 一 点 ， 作 平行 于 四 厂 
体 界面 的 四 个 平面 如 果 亚 ,，F:， 玉 :区 是 形成 的 四 面 
体 的 体积 ， 摧 太 是 巴 知 四 面体 的 体积 ， 那 么 
SAV -SP + + PT +Y TV,. 
为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 请 读者 利用 条 件 中 涉及 的 四 面 
体 与 原 四 面体 相似 ， 同 样 地 ， 相 似 多 面体 体积 的 化 等 于 它们 
8 


枝 长 的 立方 之 比 . 
而 几何 中 的 基 个 定 定理 4 新 ( 二 是 它 生 安 加 小 位 的 


虹 习 症 
1. 《4》 证 明 ， 装 外 切 的 三 角形 的 面积 用 公式 
全 一 Pr 来 计 鼻 ， 其 中 和 定 圈 的 半径 ， PP 是 三 角形 的 周 长 . 


(5) 证 明 。 球 外 切 的 四 而 头 的 体积 ， 用 .公式 
7 = -去 -Sr 来 计算 ， 其 中 是 这 个 妹 的 半径 ,S 是 四 页 体 的 
表面 积 . | 
2. 《4) 在 三 角形 中 ， 内 切 国 的 华 径 是 7 ， 证 明 
1 1 1 .1 


rh Th th 
其 中 上 1,. 廊 ,， 玉 :是 二 角形 的 二 条 高 线 . 

《二 》 往 四 面体 中 闪 团 球 半 径 是 +。 证 
1 1 I 1 


Rt 
其 中 月， ，:， hh 是 四 面体 的 由 条 高 线 . 

3， 《8) 通过 正三 角形 的 中 心 引 平 行 于 康 边 的 直线 ， 
在 这 条 自 线 的 三 角形 内 朗 份 的 线段 上 取 任 意 一 点 口 ， 证 明 ; 


后 口 到 三 角形 诡 边 的 距离 于 等 点 到 男 外 两 边 距 离 的 算术 平 
均值 . 


1 = 
r 


Cb) 通过 正四 面体 的 中 心 作 平行 子 底面 的 平面 . 
这 一 平面 被 四 面体 记 截 的 部 分 土 取 任 意 一 点 口 。 证 明 ， 点 口 
天 妈 于 体 底 甸 的 距离 等 于 点 口 到 四 而 体 三 个 侧面 距离 的 算术 
平均 值 ， 译 自 发 量 于 为 3981 年 革 10 期 


辅助 元 素 法 


Hs 库 沉 尘 东 


当 吃 们 总 入 了 问题 加 件 中 没有 直拨 给 出 的 辅 肪 元 天 ， 一 
大 类 几 笨 问题 的 解法 都 可 简化 ， 这 些 元 素 可 以 是 长 度 , 面 积 、 
体积 、. 角 度 ， 借 勒 它们 列 出 方程 ， 其 中 未 知 数 正 是 所 求 的 元 
素 ， 或 者 息 借 一 它们 容易 求 得 所 求 的 元 素 ， 有 时 ， 借 助 这 个 
元 素 殉 出 的 是 不 等 式 ， 而 这 个 关系 恰 是 饰 问 是 所 需要 的 . 


辅助 的 线性 元 素 


在 平面 几何 问题 中 ， 如 果 研 究 的 图 形 是 相似 形 ， 引 入 线 
性 元 素 或 者 线性 元素 的 比 症 很 方便 的 ， 这 时 借助 比例 或 者 畏 
助 的 甩 何 作 图 列 电 方程 式 ，- 在 方程 起 中 引入 的 泡 素 作为 方程 
的 项 被 消 挤 ， 从 而 求 得 所 求 的 量 不 会 很 费力 气 . . 

我 们 研究 HoSocr6uper 市 图 立 大 学 提供 的 入 竺 试题 的 


问题 1 通过 三 角形 内 部 
的 某 一 点 ， 分 贡 31 平 行 于 三 边 
的 三 条 直线 ， 这些 直线 分 三 角 
形 为 六 个 部 分 ， 其 中 有 三 个 三 
角形 的 而 积分 别 为 呈 15S2983。 
求 已 知 三 角形 的 面积 . 

当 着 竹 解 题 时 ， 我 们 就 会 
发 现 面积 为 51，#2， #3 的 三 外 
图 1 形 和 面积 为 $ 的 三 角形 ABC 


都 相似 (图 1 ). 此外， 小 三 角形 的 边 DQ、QE 和 FFK 的 
长 度 之 和 等 于 三 角形 ABC 中 BC 边 的 长 ， 利 用 这 些 边 作 
为 辅助 元 素 ， 我 们 得 到 方程 
SE DQ ga _ QE ss _FK 
ws BC’* ws BC’ ws BC 
将 它们 相 加 ， 得 | 
sr tr ss +\ ss DO+OE+FK 


A BC =1, 


内 而 3 = gs + ge Fv )*, ， 

当 问 题 条 件 由 没有 给 出 线性 元 素 ， 而 需要 求 得 角 之 问 的 
关系 时 ， 我 们 介绍 引入 辅助 的 线段 ， 

问题 2 ”已 知 一 个 等 腰 王 角形 三 高 线 的 交点 在 兰 角 形 的 
内 切 贺 上 、 求 等 腰 三 角形 。 
底 角 的 余弦 值 . 和 

根据 条 件 ,ABC 
CAB=AC) 的 和 王 心 互 应 
当 在 三 角形 内 部 ,因此 
490*( 图 3)。 我 们 
5 引入 辅助 元 素 o 一 -一 线段 
吾 已 的 长 。 通 过 关 表 示 角 图 2 
和 4B8BC， 内 切 贺 中心 用 口 表示 . 则 


-HCD 一 总 — XT, 


HD=atg( 序 一 x ]=actg x=20D, 


中 此 


对 也 
ctgx=2tg™s, tg rs = 


-_ 2. 
心心 好 光一 a * 


引入 辖 助 元 素 对 于 求 各 种 几何 量 的 比 有 着 特殊 重大 的 意 

义 。 

问题 3 正四 楼 台 《 截 头 正四 楼 锥 ) 的 大 底 同 侧面 形成 

角 < ， 而 通过 上 底 与 下 底 相 对 的 边 的 平面 与 底面 形 成 角 为 

8.， 求 上 底面 积 S' 与 下 底面 积 S 之 比 . 

. 我 们 引入 辅助 元 素 a 
为 楼 台大 底 的 边 长 (图 3); 
这 个 底 的 面积 是 a*. 上 
a 和 户 表 出 ， 我 们 研究 等 
用 粮 形 EE ,FF ,FF， 它 是 
用 垂下 于 亡 面 并 且 通 过 边 
AB 及 CDD 中 点 的 平面 截 

图 3 ”这 个 楼 台所 得 到 的 ， 我 们 

再 引入 辅助 钱 段 五 : 石 = 下， EF,=x,， 则 


100 


A=HFtgA=— (at+s)teh 


= EHtesa = 2 (a— x)tga, 
我 们 得 到 方程 式 
(atx)tg P= (a— x)tga, 
_ asin(g— 8) 
由 此， ”sinta+hy ， 
5’ x sint(a — 2), 


5S “ar sini(tat+ Py” 


辅助 元 素 - 一 - 画 称 或 体积 


奖 似 于 引入 线性 元 党 ， 也 可 以 引入 面积 和 体积 作 钙 及 
尝 。 比较 图 形 不 同 部 分 的 面积 和 体积 ， 可 以 粒 到 未 知 因 素 的 
方程 式 ， 或 者 是 必需 的 关系 式 ， 这 样 的 面积 与 体积 较 容易 求 
出 ， 它 们 的 和 ( 盖 ) 给 出 了 已 名 图 形 的 商 积 ， 以 及 给 出 了 这 些 
图 形 面积 的 比 、 图 让 的 线性 元 素 一 一 正 是 所 求 的， 或 者 是 必 


需 的 关系 式 中 的 成 份 . 

间 题 4 通过 正三 角形 的 
中 心 引 平 行 于 底 边 的 直线 .在 
这 条 直线 三 角形 内 的 部 分 上 上 和 任 
取 一 点 朋 ， 证 明 ， 由 点 六 到 三 
角形 底 边 的 距离 是 由 点 站 到 三 
角形 另 商 边 焉 离 之 和 的 算术 平 
艾 信 ， 

设 产 ，hzy， pa 是 由 点 慑 
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分 别 到 三 角形 的 边 再 C，453，4C 的 距离 〈 图 4) .很 清 
楚 ， 
SS 


或 者 ，941 寺 ghs rr 呈 := 号 ， 其 中 4 是 正三 角 形 4484 的 边 
长 ， 玉 是 它 的 高 线 。 从 而 


' p 
h=h,+h, + i = 


故 ja th hi 


， 下 十 
得 he 


问题 5 已 知 四 边 形 4BCD 是 哆 的 外 切 四 边 形 ， 证 明 : 
由 罗 旋 到 相对 的 两 个 顶点 
足 离 平方 之 比 等 于 由 这 两 
个 项 点 引出 的 边 的 猴 积 之 
比 . 
如 图 3 中 引入 的 字 
母 ， 我 们 需要 证 明 


XE ad 
vy be 
图 5 
三 角形 4OD 与 BOC 的 高 相等 ， 内 此 = 
Saaon _ ad 
人 b * C1 > 


勇 一 方面 ， 
12 


4 一 


、 心 waan _ xu sin yo - | C2) 

~- Soo Ye Sin qv’ 5 
我 们 可 证 明 sia ps =Sia ge。 为 此 ， 我 们 发 现 ， 扩 十 g: 十 
Pa Ts = 区 《这 是 四 边 形 所 有 内 角 和 的 一 淮 )， p11 二 pi 了 
二 Ka 二， 出 此 推出 ， Ps 十 六 天王 Sin ge 
= sin go， 后 公式 (2 ) 我 们 得 到 ， ， 
Sason _ XU 


二 - Ea 
Daagoe YE | (2 ) 


1 
由 关系 式 (1 ) 及 (2/) 有 -2 =， 类似 地 -2 = “6-、 服 
后 两 个 等 式 提 梁 ， 我 们 得 到 0 


Xx? _ ad 
yi 7 Bo? 
由 它们 申 的 光一 个 除 以 第 二 个 得 到 
wad 
z2 ab: 


我 们 举 一 个 用 体积 作为 辅助 元 素 的 问题 ， 

问题 6 ”二 棱锥 的 笛 棱 互 丰 垂 直 并 且 等 于 a，b，c， 由 
顶点 引 谨 底 基 的 棱锥 的 高 等 于 。 4 , 
六。 证 骨 


1 1 ] 
a + br + pi Bi. 


我 们 用 此 种 方法 来 计算 楼 
锥 的 体积 ， 第 一 种 情况 认为 它 
的 冻 是 下 谣 形 4BC (图 6 )， 
而 第 二 种 赃 况 ， 以 界 曾 AMC . ,图 6 
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作 底 . 设 许 A=a, MB=b, .MC=ec, MQ=k, ADLBC.. 
Mm AC= wv aster , BCG=w brite , AB=var+b:. 
进一步 ，MMDLBC 《 汶 什 全 7) ABMC, 有 

BD., BC= BM:,， 由 性 


- bz 全 
2 


1 


- 2 号 和 
但 Da AB:_ BD: = 0. 十 人 > 二 由 


ec ” 


Janse = 3 BC- AD= 


x aibi taic! + bc 
BY +e 


一 - v apr+oaics rhe: , 


了 


yuno = hv ortarortbio. (3 
各 果 底 是 三 角形 AMC， 则 
Vise = 二 mc C4 

比较 ( 3 ) 与 ( 4 ) 得 
-va =- 计 -abc。 岂 此 ， 


(asb? 十 oc +t bre*Yh =atbict 


所 得 的 等 式 两 边 都 除 以 a*b*c*h*。 我 们 就 得 到 需要 证 韦 


14 ‘ Cbd 


403 


Lal 


” 平 


的 等 式 . 
” 疝 题 7” 试 证 ， 球 的 外 切 棱锥 的 体积 按 公式 玉 = 一 3-sr 
来 计算 ， 其 中 ”是 在 核能 中 内 切 球 的 半径 。 * 是 校 锯 的 全 胡 
面积 ， . ; 

我 们 分 原来 的 楼 谁 为 车 二 
个 部 分 ， 其 中 每 一 部 分 者 是 项 
点 在 ( 球 心 ) 0 点 ， 底 面 是 原 楼 
稚 的 界面 的 楼 锥 (图 7 ). 昭 来 
痰 锥 的 体积 等 于 这 些 梧 锥 体积 、 


1, V,, 四 时 ;的 总 各 ， 
但 


四 为 棱锥 玉 , 的 高 是 过 球 与 开 面 的 切 点 引 的 球 的 -条 半径 ， 
所 以 


矿 = 太 , 才 天， 二 是 于 上， 


-1 
— EE 字 主 至 TE 六 一 3 生 扩 。 


我 们 发 现 ， 对 于 存在 内 切 球 的 任意 的 多 面体 ， 问 题 的 结 
论 都 是 对 的 ， 
辅助 元 素 一 一 角 


和 如果 听 求 的 武者 已 知 的 元 案 借 助 三 角 函 数 表 示 很 方便 ， 
由 引进 辅助 角 ， 然 后 借助 正弦 或 余弦 定 理解 三 角形 ， 这 个 三 
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角形 中 存在 某 些 条 件 写 作 方程 形式 的 成 分 . 

问题 8 通过 正三 角形 的 中 心 在 这 个 三 角 形 的 平面 上 引 
任意 一 直线 . 证明， 由 三 角形 的 顶点 到 这 直线 距离 的 平方 和 

a - 与 直线 的 选择 无 关 . 

设 点 口 是 三 角形 48C 的 
中 心 {图 8) 。 点 D，E, FF 
分 别 是 顶点 4，B，C 竹 直 
线 1 上 的 射影 ， 民 是 三 角 
形 4BC 外 接 贺 的 半 径 。 我 们 
. | 引入 辅 一 角 ， 用 它 来 表示 
，- -图 8. ZBOE, 


出 “ZA0D= L408- BOD=p- -全 


ZCOE =- 棕 区 本 
BE=Rsing, AD=Rsin(9 -#3-), 
CF=Rsin(“E-— g)=Rsin(o + 
. Pr -二 ) 


地 


(独立 检验 ， 在 方 括号 中 三 项 平方 之 和 等 于 - 记 -). 
1 Fs 


问题 9 ”在 直 平 行 六 面体 中 ，4BCD4BIC Di 的 底 是 
一 个 边 长 为 4 的 正方 形 。 通 过 下 底 4BC 的 对 角 线 4C 做 
”平面 与 上 底 4BrC1Di 相 交 ， 在 三 面 角 吾 与 五 ,中 有 与 上 述 


平和 相 内 切 的 西 个 球 ， 它 们 的 半 径 分 别 为 r = 一， 


玉 = 。， 求 平行 六 面体 的 高 . 


图 9 


平行 六 面 蛋 (图 9 ) 中 对 角 线 截面 DBB ;1D .通过 球 的 中 
心 忆 和 口 !;， 设 区 和 工 ! 是 两 个 球 同 平行 六 面体 底面 的 切 点 ， 
NN 和 NN ,是 两 个 球 同 所 作 平 闸 的 切 点 {我们 暂时 不 知道 , 切 点 
的 似 置 在 平行 六 瑟 体 的 外 部 或 者 内 郊 ， 但 这 对 我 们 不 是 必要 
的 )， OP 和 OiEl 是 角 入 OL 和 NO 上 | 的 平分 线 . (点 下 
是 BD 的 中 点 )，EE, 是 平行 六 面体 的 高 线 . OL = ON =r， 
OILi=O,N1i=R, 我 们 假设 人 BFE!'=2a, LR ,=x， 
£1B8.=y PE=z. 则 


h=ztg 25， “= FB-BE=IY2-y, 
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y=0 2~-x-DiL=sav 2S—x—- Rv 3， 让 了 习 
2 -x+RV -NE 


册 三 角形 如, 工 ! 屋 ,与 OLF 相似 ， 推 出 


bk 3. ar. 
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问题 10 正三 技 久 的 便捷 等 于 占 ， 侧 面 之 间 的 角 等 于 - 
FP， 求 后 面 边 长 ， 

由 点 B8 帮 CC 向 侧 楼 
AS 引 疏 线 ( 图 10). 容易 
确认 ， 这 两 条 翟 线 的 惟 足 
是 同一 点 五 (证明 ! )， 所 
MALABDC=0. 

我 们 引进 辅助 角 
2.D43s3 = 并 且 作 棱锥 

图 19 的 倒 高 SK， 很 明显 ， 

AB=-2AK = 36 eos q. 因此 , 为 了 解 党 人 问 . 题 必须 计算 
cos C。 因为 ec<<90*， 则 由 三 角 BA， 有 
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. BD 
庙宇 aresin’ 4p 站 


又 线 段 BD 的 长 册 三 角形 BLED 确 定 《 咏 7 是 三 角形 
上 BDC 的 高 线 ) 


AB 
BD=— B= = 
sin 3” 2sia 一 
这 样 一 来 ， 二 arc sin 1 ， 
2 si -到 
2 
出 此 ， 
AB-b fa-— 
sin2. PDP. 
练 习 其 
1。 在 三 角形 4BC 中 ， 内 切 圆 切 边 AB 于 口 ， 切 边 BC 


于 已. 如果 瑟 方 -= 了-， 世 关 = 和。 求 己 角形 各 角 . 

2， 在 正四 面体 4BCD 中 ，MJN 是 连结 校 4C 中 点 和 
面 BDC 中 心 的 线段 ， 而 点 在 杰 4B 的 中 点 ， 求 线段 MN 
和 DE 之 间 的 角 ， 

3. 在 梯形 中 ， 它 的 两 底 分 别 等 于 a 各， 通过 梯形 对 
角 线 交点 引 平行 于 底 边 的 直线 ， 求 这 条 直线 上 被 梯形 两 感 夫 
得 的 线段 的 长 ， 

4. 已 知 三 角形 48C， 在 边 AC 上 到 点 巨 ， 使 得 
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AE:EC=a， 在 边 4B 上 取 点 DD, 使 得 4D:DB=5b 引 续 
段 CD 和 BE， 求 所 得 的 四 边 形 有 DEC 面积 与 人 4BC 面积 
的 比 . 

5. 内 接 于 一 个 球 且 侧枝 等 于 C 的 杞 锻 ， 伟 锥 的 底 是 个 
和 拒 形 ， 拒 形 的 边 上 在 用 侧面 所 在 平面 戳 球 的 规 面 上 紧 系 着 ea 
与 尹 弧 度 的 疾 ， 确 定 棱 纵 外 接 球 的 半径 ， 

6. 在 半径 为 只 的 铬 中 给 定 两 点 4 和 互 ， 它 们 之 问 的 距 
离 是 了 如果 点 避 也 在 这 个 加 上 上， 那么 4AC?:+ BC? 取得 怎样 
移 厂 大 值 ? 

7、 正 班 棱锥 中 在 全 楼 钼 的 二 面 角 敌 于 衬 ， 外 接 球 的 半 
径 等 于 只 ， 求 棱锥 的 全 表面 积 . 

译 自 以 量子 》1974 年 第 2 期 


三 、 辅 助 的 线段 和 角 
HI. 克 呀 维 坷 
在 解 几何 题 时 ， 除 了 已 知 条 件 中 有 的 量 雇 外 ， 旨 进 辅助 
的 量 ( 线 段 的 长 ， 角 的 值 等 等 )， 通 过 它们 米 表 示 未 知 的 量 ， 
常常 可 以 获得 好 的 效果 .在 这 当中 ， 有 一 种 情况 是 引进 的 辖 
助 基 在 解 题 过程 中 会 “消失 ”( 例 如 约 去 了 }， 另 一 种 情 况 则 
要 通过 已 知 的 量 米 确定 . ，， 
问题 1 六 .4BC 中 ,内 切 图 分 别 切 边 AC 和 BC 于 点 并 


和 NV， 并 与 角 平 分 线 BD 入 交 于 点 号 和 昌 . 如 果 作 4 = 一 4 ， 


人 B=-3-( 图 1)， 


求人 POM 和 人 入 PQN 
得 积 之 比 ， _ 
解 在 和信 PQM 
和 人 和信 PQN 中 作 高 线 
MM LPQ, NNN, 1 
上 PQ， 因 为 和信 PQM 和 和 八 PQN 有 公共 底 边 ， 所 以 
| Dapou MM 
VAPON NN 


设 口 是 肉 切 圆 的 中 心 且 0OM -ON=x .因为 /BON = 


开 


3 而 入 ONN ,是 直角 三 角形 ， 所 NN 3. 
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因为 和 C -| 由 四 边 形 NOMC 我 们 可 得 


LZMON =2E. 所 以 LMOM ,= 3 . 用 和 六 前 OM 得 


四 
MM = «sin 12 = sin 4 ) 党 - - 。 


答 I z 3 2 6 


问题 2 ”正四 棱锥 的 高 与 侧面 成 30" 的 角 ， 通 过 楼 锥 底 
而 一 边 作 此 边 所 对 侧面 垂 查 的 平面 。 求 这 个 平面 将 杰 锥 截 
得 的 两 个 多 面体 体积 之 比 ， 

解 ” 容 务 看 出 截面 四 这 形 
CDMN( 图 3 ) 是 个 梯形 .通过 
高 人 SQ 和 侧 高 SE 作 平面 . 这 
个 平面 重 查 于 侧面 2.4 和 
SCD( 为 什么 ? 所 以 人 了 SO 
=30".- 因为 SF=SE,， 且 

”FSE =60”, 三 角形 SF 是 
图 2 正三 角形 ， 


设 AB= AD=FF=x, 则 MN = -二 


| 


EP= 2 2. 


我 们 求 四 楼 锥 SCDMN 的 体积 ， 因 为 线段 SP 是 这 个 
楼 锥 的 高 (为 什么 ? )，、， 而 梯形 CDMN 是 它 的 底 。 所 以 


2 


1] 
V ecomn 三 a IPSec 


因为 SP 和 

(x+ vi 3 
Sepyy = a :我 们 得 到 
Vecows » 容易 看 出 ， 


XI 9 
i 4 8D 二 "2 
与 本 电 廊 3 SO 了 6 
现在 清楚 了 ， 
V sepuy 二 V yepyn 一 3 | 
Vepwy Venpeo— gepms Bb * 


在 求 某 个 角 的 问题 中 ， 有 时 引入 辅助 线段 可 大 显效 益 . 
问题 3 在 正三 棱锥 中 有 一 个 内 切 球 ， 已 知 棱 稚 体积 


与 球体 积 的 比 等 于 -二 3 ， 


和 确定 棱锥 侧 硬 对 将 平面 的 二 
角 ， . 
解 ” 如 果 一 个 球 内 切 于 正 
棱锥 ， 则 它 的 中 心 在 棱 惟 的 商 
上 ， 有 明 球 与 底面 切 于 底 匣 的 中 、 
心 , ,和 而 与 侧面 切 于 楼 锥 侧 高 上 .CN 
一 点 ， 设 一 3SDDO= g(t 图 3). 图 3 
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BC=x. 因为 OD= -3 ， ee 所 以 
Vone= tt -SOS = Et 
| A 一 3 史 . 


因为 01D 是 ZSDO 的 平分 线 ， <ODO ”3 ， 所 以 


0.0- 2VE, tg 外 于 的 体积 等 于 "3 ga 一 
由 条 件 我 们 得 到 方程 
tg 久 ， 
一 -= 中 ， 
人 
tg 一 


通 过 tg- 2 的 表达 式 代 换 tg 9。 得 出 


nrv4 和 2 _P_ 
gtg*-s ~ 9tg* ms- +2=0. 
p_i Fe 
由 此 :tg 2 ws #0 tg 六 Ta 
6 . 


或 者 “09i= -过 -和 fs = 3arctg 一 一 


人 人 个 可 本 
值 . i 

当 辣 是 条 件 中 给 出 的 线段 和 角 在 不 同 的 平面 上 时， 在 这 
种 情况 下 引入 铅 助 元 索 ( 线 段 或 者 角 ) 常 常 是 有 益 的 这 时 我 
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们 希望， 引进 的 元 素 与 给 定 的 元 素 处 于 一 1 “二 角形 中 . 
问题 4 正四 释 锥 顶点 处 
的 而 角 等 于 c， 而 棱锥 的 高 为 
有 ， 确 定 棱锥 的 体积 . 
解 证 SD=x (图 43)， 
作 侧 高 SE， 由 入 SDE 求 得 


DE ~ x sin —o-- . 


CD=2xrsing-- ， 因 此 


% 


广 = -xz sin+--。 现 在 我 们 通 
过 上 和 a 表示 xs 为 比 洗 察 和 八 SOD. 有 SD:=SO:+0OD:， 
但 


OD= CDxY 2 -uD 2 sin 2 - 


x = 到 二 2x2sinz-2 由 此 xs= 一 .因此 


BOS 婚 


3 Osa “ 
我 们 利用 引入 辅助 角 来 解 本 题 ， 
设 了 人 DO=qn. 册 入 SDO 得 


DO=khetgy, CD= =h 2etey. 这 样 一 来 ， 
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= -incetga9. 酯 下 我 们 通过 角 a 的 函数 来 表示 ctg*p. 


为 此 引进 辅助 线 眉 S 疡 , 设 SD=x, 则 DE=xsin-5-， 


OD= xw 2 :sin 了 -。 


UD  . 
cos P= HD = 2 Sin 


人 Se 有 


z = 
改 ctg 1— eos cs 


同样 得 到 前 面 的 答案 ， 
在 所 给 出 的 二 况 中 ， 问 题 的 第 二 种 解法 比 第 一 种 解法 和 
长 一 些 ， 

引入 缚 助 统 各 经 党 入 助 解决 这 闫 问题 ， 在 问题 的 条 件 中 
已 知 角 和 某 些 非 线性 元 素 ( 例 如 体积 )，. 而 需要 求 的 是 另外 的 
非 线性 元 素 ( 表 面积 ， 截 面 面 积 ， 原 来 的 体积 或 者 某 些 同 它 
们 有 关 的 图 形 ). 

问题 5 ”圆锥 内 接 于 表面 积 为 8 的 球 中 ， 图 锥 的 母线 与 

底面 之 问 的 角 等 于 a。 确定 园 


锥 全 表面 积 S'. 
解 ” 如 时 四 锥 内 接 于 球 ， 
则 球 心 在 圆锥 的 离 上 或 在 高 的 
\ 延长 线 上 。 被 研究 的 组 合 图 形 
/ 的 辅 截面 是 大 加 中 的 四 内 接 等 
腰 三 角形 。 


图 5 如 果 a 之 45, 则 球 的 中 心 
号 


口 在 圆锥 的 高 线 上 (图 5 ). 设 DB=x， 则 由 入 DBO, 求 得 
OB=-xceo0se, 
xO.B(DB+OBI- NAx cosa: (x+xw tosay 


=2NNCO05 Creo0sr 2 


囊 然 ,DOBE = DBO,=a. 和 DE=->-. 由 ADOE 


得 到 D0= 5 如 一 和 
z > 
SS 三 dT ee A 由 斑 , zx = sin:oy 
这 样 一 来 ， 


。 ee 
SS /=29 sin:co: ens Cr-cos: 了 — 


> 。 ， 六 
= si :5in 9 crn0s: 2 - 


容易 看 到 ， 当 a<45" 时 。 我 们 进行 的 讨论 仍然 有 效 . 
练 习 是 
1 在 和 4B8C 中 ,已 知 和 <4~- 守 ， 人 人 B=-， 延 长 


入 4BC 的 三 条 责 线 交 它 的 外 国王 点 扩 NN， 卫 , 求 三 角形 
AB8C 各 MMNP 面 积 之 比 . 


2. 已 知 一 个 正 # 校 锥 底面 与 债 面 的 外 接 圆 是 合同 (全 
淮 ) 的 ， 求 正 地 棱锥 与 它 的 内 切 球 的 体积 之 比 ， 
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3. 正三 楼 锥 的 顶点 是 与 锥 的 底 而 相 切 的 一 个 球 的 中 
心 .楼 锥 的 侧面 积 对 球 表面 积 之 比 等 于 e .确定 棱锥 侧 楼 对 底 
面 平面 的 倾 急 ， 

4。 内 切 于 陪 锥 的 球 的 表面 积 等 于 圆锥 的 底面 积 。 求 图 
锥 轴 截 面 的 顶 角 的 余弦 。 

5. 已 知 正三 棱锥 的 项 点 处 的 面 角 为 w， 且 底面 一 个 顶 
点 到 它 所 对 例 面 的 距离 为 ec ， 求 正三 棱锥 的 体积 ， 

6。 已 知 正 四 棱锥 的 底 边 等 于 e， 而 侧 亩 之 问 的 二 面 角 
等 于 a， 试 确定 正四 楼 锥 的 体积 ， 

7。 棱锥 的 席 面 是 面积 为 S 的 直角 三 角形 ， 它 的 一 个 锐 
角 为 .过 这 一 全 角 所 对 的 直角 边 的 侧面 重 直 于 底面 , 另外 两 
个 侧面 与 底面 的 交角 者 等 于 外 ， 求 棱锥 的 体积 ， 

8。 表面 积 为 S$ 的 球 内 切 于 一 个 圆锥 ， 圆 锥 的 母线 与 底 
面 之 间 的 角 等 于 a. 确 定 圆锥 全 类 面积 . 
译 自 丸 量子 办 1981 年 第 9 期 


28 


四 、 辅 助 立 方 体 


了 利 别 永 松 


在 解 立 体 几 何 习 题 时 ,在 第 一 步 就 经 常 产生 困难 .为 了 想 
象 相 应 的 图 形 ， 必 须 上 共有 很 好 的 几何 想象 的 能 力 . 如 时 谈 及 
的 是 我 们 日 常生 活 中 遇 到 的 几何 体 ( 人 立方体 、 球 体 、 圆 柱 , 平 
行 六 面体 等 等 ;， 那 么 ， 这 些 对 和 象 是 容易 想象 的 ， 怎 样 描绘 
它们 也 是 已 知 的 .得 有 些 描 绘 表示 则 是 相当 困难 的 ,例如 ， 腊 
面 直 线 ， 或 者 空 间 直 线 与 平 商 的 总 体 ， 并 设 有 简单 表示 ， 只 
雍 依 靠 作 平 面 图 帮助 解 题 . 
着 一 种 可 能 克服 国难 的 方 
法 . 它 是 基于 下 列 的 设想 : 
如 用 空 间 的 构 形 难于 理 
解 ， 并 且 它 设 有 与 具体 的 
几何 体 联系 ， 那 么 ， 为 求 


人 为 地 把 它 同 某 个 物体 ， 
例如 立方 体 联系 起 来 。 
在 纸 上 画 一 个 立方 休 可 便于 我 们 的 想象 . 在 图 1 中 ， 例 
1 如 ,能 够 明显 地 大 出 ， 
冯 线 【各 是 异 面 直 
线 。 当 拿 掉 立 方 体 (图 


2 )， 空 辣 直观 性 清 
和 失 了 ， 我 们 看 到 的 异 
四 : 面 直 线 ! 和 m 在 一 个 


29 


平 商 上 。 

另 一 个 例子 ， 夯 在 立方 体 上 的 由 一 点 4; 出 发 的 三 条 射 
线 1，m，"。 (图 3)， 明 显 
地 ， 它 们 是 三 面 角 的 三 条 术 . 
在 图 4 中 立方 体 没有 了 ， 所 以 
画面 就 成 为 平面 的 。 为 了 在 图 


,< 一 一 一 
图 3 


中 看 出 这 个 三 面 角 ， 我 们 应 当 ~ 


努力 强迫 自己 想象 它 ， 

利用 辖 助 立方 体 不仅 * 变 ” 图 4 
平面 图 形 有 立体 感 。 而 且 指 出 了 解决 一 系列 问题 的 途径 。 在 
下 列 的 例题 中 我 们 进行 演示 。- 

河 题 1。 三 曾 角 的 面 角 等 于 45"，45"”，60*. 通 过 它 的 
顶点 引 直线 垂直 于 面 角 为 45" 的 一 个 界面 . 求 这 条 直 线 与 这 
一 界面 的 对 楼 之 加 的 夹 角 。 

解 ” 我 们 考察 辅助 立方 体 4BCDA,B,C1Di( 疼 5). 我 
们 引 它 的 两 个 姐 邻 面 的 对 角 线 
AB, 和 AC. 有 人 LB;AB= 45"， 
ALBAC=45°". 作为 正三 角形 
-45DC 的 角 ， 一 日 ,4C=60". 
因此 ,三 面 角 4B,8C 正 是 问 
题 条 件 中 谈 到 的 三 面 角 .通过 
它 的 顶点 4 引 楼 44, 并 且 重 
图 5 直 于 界面 3AC， 意 味 着 ， 需 
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要 求人 A1AB 1, 的 量 值 . 管 案 是 显然 的 ， 作 ALAB! = 41415". 
不 利用 辅助 立方 体 求解 这 个 问题 ， 将 十 分 复 淋 元 长 ， 
问题 2 三 面 角 的 也 个 界面 闻 的 角 是 直角 。 而 这 两 个 寞 

在 上 每 个 面 角 的 值 都 是 ac. 求 第 三 个 界面 上 面 角 的 值 ， 

乌 ”首先 我 们 认为 角 < 是 
焙 前 , 设 回 助 立方 体 ABCD 
4 了 CD 国人 的 项 点 4 是 
三 面 角 的 顶点 ， 而 线段 AM， 
-4 呈 ，-47 是 它 的 校 .( 如果 a 六 
45”， 则 二 入 入 于 楼 BB， 
和 上 8C 的 延长 线 上 ). 需 要求 角 图 8 
MAN., 

由 点 村 向 线段 AN 引 垂 线 时 P, 并 有 日 联结 点 如 和 PP. 根 
据 三 垂 线 定理 线段 BP 迁 直 于 线段 AN ,由 直角 三 角形 4PB 
和 -ABM 我们 得到， 


AP= .AB cosa, AM = -A -所 求 的 角 虹 -47Y 是 直角 


三 角形 APX 中 的 锐角 ， 因 此 


AP AB eos a eos a 


cos MAN = A = 48 ~™¢os’a, 


MAN =are eos(eos:o), 
如 困 角 a 一 90"， 则 所 求 角 是 直角 , 同样 可 以 写成 所 得 到 
的 关系 式 。 
于 是 ， 硅 所 有 情况 下 解 管 是 一 个 ，&re cos(cos?a)， 
我 们 见 到 ， 在 立方 体 中 表示 有 两 个 寞 面 垂直 的 三 面 角 是 
方便 的 .这 与 立方 体 中 包含 有 站 二 面 角 相 联 系 .由 于 在 立方 体 
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中 放置 上 “线性 凡 十 *， 一 一 它 的 楼 的 长 座 ， 这 六 给 罩 了 在 图 
中 表示 距离 量 的 可 能 证 . . 

问题 3 等 腰 三 角形 MNK 的 诡 边 他 N 和 顶点 式 在 以 
站 为 楼 的 直 二 面 和 角 不 同 的 界 而 上 .点 性 和 下 与 1 的 距 资 痢 等 
于 Ga .点 四 在 楼 【 虐 的 射影 与 点 村 科 氏 在 楼 1! 上 章 身影 等 距 
记 ,如 果 几 KK 与 1 深 成 的 角 等 于 60*， 求 点 NN 到 1 的 距离 

解 ” 设 辅助 立方 体 4BCD.A1B,CD ,的 楼 长 等 于 4 . 界 
面 44,8B1B 和 4BCD 形成 问题 条 件 中 的 二 而 角 ( 轩 7 )， 则 
点 时 在 杰 A18， 上 ， 
点 天 在 楼 CD {或 
次 在 它们 的 延长 线 
上 ). 合 点 材 与 立方 体 . 
的 俐 点 点, 靖 谷 在 一 
起 . 设 点 到 在 楼 (CC 了 上 
( 它 可 以 在 楼 CD 的 
征 长 线 上 顶点 五 的 外 
罚 ? 面 ， 而 不 改变 我 们 前 


讨论 》. 

我 们 回 杰 AB 引 垂 线 瑟 已 并 且 取 线段 AP 的 中 点 名 .在 
MMB.B 的 字面 上 由 点 Q@ 向 楼 48 引 和 一 线 . 八 MMNK 的 顶点 
六 在 这 条 于 线 上 ， 因 为 它 的 射影 上 与 点 MM 和 太 的 射影 距离 等 
远 ,. 我 们 发 现 ; 点 训 的 位 置 高 于 被 可 Bi; 否 则 ,和 八 MNK 不 是 等 
用 三 角形 . 

我 信 连 线段 加 DD 各 下 Q@,. 作 为 边 长 为 9 的 正方 形 的 对 乔 
线 ， MMD =aw 3 .根据 条 件 , 异 面 直线 4B 入 KK 之 河 的 衣 每 
于 60"， 但 直线 DD 平行 于 直线 AB， 因 此 ,人 MKD=60"。 
从 直角 六 邮 石 民 我 们 求 得 ， 
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MD 2aw 2 _Uw 2 
ME = no a DE 


根据 条 件 ，NAK =MK 和 4P =DK .由 


由 直角 入 QPK， 求 得 
OR: -OPs+ 下 Pa 7e 
最 后 由 和 直角 和 ANQ 天 ， 我 们 得 
NQ-vNREURT “VMK OKT = 二 av， 


问题 得 解 . 
问题 4 在 ALMN 中 ， 己 知人 LNM=90",， MLN 
= 30 .通过 工 点 在 空间 引线 段 LN 的 疏 线 ,在 慌 线 工 取 点 环 ， 
使 LF= MN.A 人 LMN 积 和 LNF 所 属 的 两 个 半 平 面 所 成 的 
二 面 角 等 于 60". 求 直线 工 疡 和 NF 之 间 的 锐角 . 
解 ”安放 三 角形 上 MN 在 辅助 立方 体 48CDA41B1C， 
了 DD, 的 界面 二 ,下 象 图 8 中 
指出 的 那样 ， 即 点 工 同 顶 
点 4 季 合 ， 点 让 同 项 点 
4 重合 . 设计 N= da .在 
了 全 方 体 的 上 上、 下 界 而 分 别 
引线 段 工 忆 和 六 和 ， 使 得 
PLD.=/QND- #80°. 
平面 LNDD, 与 LNQP 形 
成 的 二 面 角 等 于 60°. 在 线段 LP 上 取 点 ,使 得 
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LF =MN =a, 联 点 及 和 后， 图 与 问题 条 件 完全 相符 合 
我 们 求 直 线 LM 与 NF 之 同 的 朋 * 通 过 点 玉 引 平行 于 村 
LD ,的 线段 KK 并 且 使 五 开 的 长 等 于 -点 下 局 点 M 和 工 连 
结 ， 因 为 直线 MK 平行 于 直线 信 下 (四 边 形 玉 HK M 是 平行 
四 边 形 );， 角 LMEK 是 所 求 的 角 . 由 直角 三 角形 LNM， 求 得 
LM =24., 三 角形 LNM 和 NLF 相等 (根据 两 个 直角 边 ), 所 
以 NEF=LM = 20. 这 意味 着 KM=20. 在 三 骨 形 LFK 中 
LF=FK=a ALFK =1202， 由 此 ， 工 下 =aw 3 .由 
入 LME 


LM*+KM:-LK: 
求 得 eosLIMK= "aIM RM ~ 
_ 0:~—30 5. 
29. do 名 
到 ZLMK =are eos—? 


-wk 

问题 5 ” 耽 条 是 面 直 线 间 所 成 的 角 等 于 680"?， 点 内 在 其 
中 一 条 直线 上 ， 点 NN 在 男 一 条 直线 上 .同时 ， 由 这 两 点 的 每 
一 个 到 蜡 而 直线 公 算 
线 的 距离 是 一 致 的 ， 
都 等 于 二 蜡 面 直线 间 
的 距离 。 公 重 线 与 直 
线 彤 站 之 间 的 锐角 取 
什么 值 ? 

解 设 异 面 直 线 
中 一 条 通过 辅助 立方 
图 9 体 4BCD4 BCIDD， 
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压顶 点 4 和 如 ,第 二 条 直线 通过 顶点 4 引出 ， 在 界面 4， 
如 局 DD 的 平面 上 与 杰 41 加 成 680 角 ( 图 9), 则 楼 44 是 已 
智 二 异 面 直线 的 公 垂 线 .它们 之 间 的 距离 等 于 立方 体 的 楼 长 
立 ， 这 意 屿 着 点 村 和 六 与 线段 44 的 下 离 等 远 都 是 & ,点 虹 
与 点 万 重合 .放置 点 浆 可 以 有 两 个 方案 。 

1. 点 入 在 界面 有 4 如 CD 的 内 部 ， 

引线 段 和 ND 和 六 NN ,和 仿 A1ND, 是 等 边 的 .因此 ,和 ND, = 
G .所 求 的 直线 轩 N 和 AA, 之 间 的 角 等 于 角 NMD,， 因为 
直线 4441 平 行 于 计 D ,在 和 AND1M 中 ， 

MND.=MD, =a, MDN =90°. 

-总 味 着 NMD, = 45"， 

2. 点 NN 在 界面 有 4 如 , 蕊 略 ,的 外 部 (在 图 9 中 的 点 MN,)., 

我 们 引线 段 昼 1Di 和 MN,.AN1A1D1 是 顶 角 为 120" 
苛 等 于 4 的 等 膀 三 角形 .因此 , N.D,=av 8. 角 N.MD， 
等 于 所 求 的 直线 4441 与 肝 N 之 间 的 角 , 由 入 N1D,M, 求 得 
NMD,=60"°, 

我 们 下 到 ,引入 回 及 谍 方 休 实 质 上 是 简化 了 解答 ,在 下 面 
的 问题 中 ， 正 如 在 问题 1 那样， 我 们 多 专 有 了 辅助 立方 体 ， 
不 用 计算 就 求 得 需要 的 角 . 

问题 6 核 锥 瑞 PQR 的 底面 是 等 腰 坦 角 三 角形 PQR， 
它 的 射 边 长 PQ 等 和 于 3 wv 2 .楼 淮 的 侧 楼 频 员 垂直 于 底面， 
它 的 长 等 于 1. 求 下 述 二 异 而 直线 所 成 的 角 及 二 异 面 直线 的 距 
离 : 二 寞 而 直线 中 的 一 条 通过 点 吾 和 楼 PR 的 中 点 ， 而 另 一 
条 通过 点 证 和 楼 PQ 的 中 点 . - 

解 ” 设 辅助 立方 体 4BCD A181C,DD ,的 杰 长 等 于 2 . 则 
每 个 界面 对 角 线 的 长 等 于 2 2 .安放 棱 难 万 PQR 在 立方 
体内 部 ， 使 得 P、 包 和民 分 别 与 点 如、 睛 和 己 量 全 (图 0)， 
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点 是 同 酚 RC 的 中 点 重合 ， 

连结 点 二 与 楼 PR 的 由 点 S， 引 立方 体 下 底 界 面 的 对 角 - 
线 RA, 对 角 线 RA 和 PQ” 
的 交点 TIT 是 线段 PQ 的 中 
点 . 我 们 需要 求 异 面 直线 
HS 和 RT 之 疗 所 成 角 的 : 
值 和 这 二 异 面 直线 向 的 距 . 
疝 . 

我 们 引 立 方 体 例 界 面 - 
的 对 角 线 C1P，B,A 和 : 

图 10 加,R. 显然， 线段 号 平 

行 于 线段 81A， 所 也 百 求 的 月 一 这 是 有 也: dd， 等 于 60” 
(入 B14AR 是 等 边 三 角 拭 ). 

现在 我 们 注意 , 仿 81.AKE 的 平面 包含 线段 RT ,并 且 这 个 
平面 平行 于 HS. 所 以 ， 所 求 的 距 离 等 于 直 线 于 S 与 平面 
BiAR 之 他 的 距离 ， 

我 们 考 罕 底面 为 吕 ;AR, 硕 点 为 DD 的 正四 面体 . 设 DO 
是 四 面体 的 离 . 由 线段 呈 ;R 和 瑟 $S 的 交点 向 线段 RO 引 
重 钱 重 足 为 五 .因为 线段 FE 平行 于 线段 呈 :O， 线 段 FE 垂 
直 于 平面 8，AR, 意味 着 所 求 的 距离 等 于 FRE, 由 入 DOR 
各 ER 相似 ， 


FE FR 1 


DOT DRT 4° 


型 下 求 四 面体 的 高 D10, 在 直角 入 DiQR 中 和 斜 边 DiR 
= 2 2 ,而 直角 边 RO 等 于 边 长 为 ?22 的 正三 角形 电 ， 


AR 的 高 的 -3 -， 也 就 是 RO= “< 人. 则 
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练 习 是 


1。 在 三 面 角 DO.4BC 中 界面 0A8 和 OBC 之 间 的 角 是 
直角 ， 其 余 两 个 二 面 角 中 每 一 个 的 重信 和 都 等 于 y, 求 面 角 
4OC 的 量 值 ， 
2。 入 4BC 的 顶点 8B 和 在 楼 为 ! 量 值 为 45* 的 二 面 角 
的 不 同 界面 上 . 边 AC 重 直 于 -一 个 界面 卫 同 界面 相交 于 自己 
的 中 点 .线段 BC 在 另 一 界面 上 的 射影 平行 于 楼 ! 且 按 长 度 来 
说 等 于 点 CC 到 1 的 距离 . 求 三 角形 ABC 的 各 角 。 
3. 在 直角 三 角形 ABC 中 ,直角 边 4C 是 直角 边 BC 的 
三 售 , 通 过 点 BB 在 空 仙 引 直线 垂直 于 线段 8C, 后 在 这 裤 线 上 
取 点 号 , 使 得 BD= AC.A 人 入 BCD 和 ABC 所 属 的 举 平面 之 间 
的 二 面 角 等 于 45", 求 直 线 4B8 和 CD 之 他 的 锐角 . 
4。 洪 条 异 面 直线 间 的 角 等 于 45° .点 村 在 其 中 一 条 直线 
上 上， 点 站 在 另 一 条 直线 上 ， 异 夯 直 线 间 公 重 线 的 长 是 点 好 到 
它 的 忠 离 的 两 售 ， 是 点 NN 到 它 距离 的 三 分 之 二 、 求 异 面 丰 线 
公 重 线 与 直线 村 NN 之 问 的 角 。 
5. 正四 面体 $4BC 的 楼 长 等 了 于 1，BD 是 八 ABC 的 
高 线 . 等 边 八 BDE 在 疗 接 AC 形成 角 g 的 平面 上 ,同时 点 SS 
和 五 在 平面 ABC 的 同一 侦 . 求 点 S 和 五 之 同 的 距离 . 
译 自信 量子 $1986 年 第 5 期 
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五 举 标 方法 


实 : 希 瓦 罗 上 姓 


向 量 代数 与 坐标 法 是 解 许多 几何 问题 的 强 有 力 的 工具 ， 
首先 ， 它 们 不 需要 考察 复 素 的 几何 档 形 ， 这 种 方法 把 几何 问 
题 化 为 代数 问题 ， 它 的 解法 比 原 来 的 几何 和 解法 要 容易 得 多 ， 

本 文 向 谈 者 介绍 坐标 方法 . 

1。 计算 角 

问题 1 已 知 三 面 角 的 两 个 面 角 的 值 ， 了 4OB=a 


了 AOC = 有 如 果 对 第 二 个 面 角 的 二 而 角 是 直 二 面 钊 


(sz< 至 -，8<- 生 ) 求 第 三 个 面 角 . 


解 ”我 们 建立 直角 坐标 
系 . 它 的 原点 同 已 各 三面 
角 的 顶点 o 重合 并 一 起 ， 
oz 轴 沿 着 直 二 钾 角 的 棱 
D4 的 方向 ， 划 ocx 在 平 
面 <4oc 上 ， 轴 oy 在 平 
曾 Ao8 上 (图 1), 需求 
人 BoC ， 首 裕 9.4， 0o8 和 和 
图 ; oC 上 放 轩 单位 向 量 o4,， 
如 ,和 [aoc 其 | 


0 = {0, 0, 17}, 
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1 


人 


五 | =(0，Sinw， cos wy, 


DC 1 = Csin8, 0, cos 8), 


oB, oC! 
上 C= ! : 和 
因为 eos Ho = ToBT oc 
册 ] 
esoLBoC = CSA +sina dteos eeos pF 
和 BoC=are cos(eos Cecos 甩 ). 


问题 2 求 家 平 
行 六 面体 4BCD4， 
BC Di 的 对 角 线 
BD 和 它 的 界面 对 角 
线 A41D 之 间 的 角 . 
如 果 | 4AD [|= Gy 


IDC| -5， 
IDD.|=¢. 
解 ”建立 直角 坐标 系 图 2 


象 图 2 给 出 那样 ， 在 这 个 坐标 系 中 ， 
AD = (a, 0, 0), 
AB =(0, b, 0), 
AA' = 00, 0, 六) 
BDi= BA+AD +DD, = (a, .b,c), 


AiD= Al.A+ AD = {9,0,— ec). 
由 隐 得 出 


BD,. AD 
1B0D1:1A.D]: 
因为 由 这 两 条 直线 所 确定 的 请 角 中 最 小 的 角 的 值 叮 做 琴 
条 直线 之 间 的 般 ， 则 当 a? -ce 和 了 时 所 求 的 角 等 干 


一 
cost BD,, A.D})= 


ATS CDOS; 
vo thi te a Te 


而 当 ez -cs 一 0 时 ， 它 等 于 
三 = 全 
考虑 到 公式 Xr~arc cosft=arc cos +)， 
管 案 可 以 写作 这 样 的 形式 
全， 让- let- 
Pio A are eos Jarr or tei/ar ro 
2、 异 面 直线 间 的 距离 ， 
问题 3 求 校长 为 @ 的 立方 体 4B8CDD4BICD 的 两 
个 相 邻 答 面 的 对 和 角 线 性 DD 和 DC 之 闻 的 距离 . 
和 解 和 象 图 3 指出 那样 建立 直角 举 标 系 ， 在 这 个 坐 标 系 中 ， 
AB = Cu, 站 0), 
AD = (0, 9 0), 
AAl = 0, 0, 他 3 
AD: =10, 如 i 
HC, = (a, 个 ， 个 
所 求 的 距离 等 于 直 
3 丝 .4 和 了 Dr 的 公 焉 线 


<0 


MN 的 长 。 可 以 用 下 面 方 法 计算 ， 通 过 a 和 如 表 示 丙 个 数 来 
确定 点 好 和 站 的 世 置 ， 


Ce 


AN = a AD,, DN = B.DC. 


(因为 点 村 在 直线 4D, 上 当 且 仅 当 向 量 4M 与 4D， 共 
线 并 且 对 点 入 也 类 似 )、 现 站 我 们 求 


MN=MA + 4D+D 
我 们 瑟 同 量 半 NN，AD ,及 MN DC 全 直 的 条 件 ， 这 给 我 们 
两 个 方程 ， 由 它 我 们 求 & 和 则 ， 然 后 求 向 量 MA 的 长 ， 
我 们 进行 必要 的 计算 ; 
MN= A+ .AD -+tDN 
= — .AM + AD + DN 
= a AD + AD 1DC, 
=(Ba al—a): atB—e)). 
我 们 写 标 积 EN: AD 和 MMN -DC 为 坐 柑 形 过 ， 令 它们 
等 于 和 《 丁 个 向 量 王 直 的 和 条件》 我 们 得 方程 组 ， 
(A 
opia(B—a)=0, 
由 此 ， 
全 


4l 


. 


me fa a a ava 
MN | V 9 ”9 9 3 


问题 4 在 空间 给 出 两 条 不 共 面 的 射线 4M 如 8K， 所 


疗 


形成 的 角 是 ~2~。 线段 4 是 它们 的 公 三 线 ， 在 射线 LM 


和 BK 上 取 点 五 和 瑟 ， 使 得 
2] AE1:|BFI=|ADI:, 


求证 “线段 4B 的 中 点 C 到 直线 EF 的 距离 等 于 -2 ， 


证 明 如 图 4 那样 建立 直角 万 标 系 ,所 求 的 距离 等 于 入 CEFF 
的 高 线 CD。 如果 知道 边 吾 C 的 长 和 角 CED 的 值 ， 可 以 由 
人 和信 CDE 求 这 个 高 线 DC. 我 们 设 m% = 人 CED,，| ABI| =a， 
[BF1= p，|AE1 = my 其 根据 条 件 2mp =a:， 我 们 与 出 某 
些 点 和 疝 量 的 坐标 ， 


[4 
ct{o, 有 全 Etm,0,0), Fo, pa)s 


EC =-(-m, 0, -2} EF =(—m,p,a). 


2 
我 们 有 aos = cos (BEF, EC) 
馆 
_ mt 
/TOO fm at 
1 pb 好 Vm 十 i 


纹 夫 和 疡 的 表达 式 来 代替 aa， 考虑 到 和 > 0， 和 了 >>0， 我 
们 得 到 ， 
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mm” mp rr 
一 


Cm+ py ma 和 | EC | 


osP= 


由 此 可 见 ,， AEBC= 
gt 由 入 A4EC)， 所 以 


= 
ICDI = 1CAI=5$. 


还 可 以 求 得 |ED!i = 
| 五 人 | cos w=, 
然后 根据 本 股 定理 
1CD1 或 者 
iCD! =1ICEIsiny 
_ ICEIV 1— cosip. 
3. 截面 问题 ， 加 1 
通常 在 这 样 的 问题 中 需要 求 截面 多 面体 的 面积 (也 就 是 
它 的 形状 和 面积 )、 在 截面 得 到 的 多 边 形 , 它 的 顶点 是 割 平 甸 
写 多 面体 楼 的 交点 ， 而 边 是 出 平面 交 多 面体 界面 的 直线 段 . 
提 意 大 家 注意 ， 荐 平面 交 平 行 的 平面 为 平行 的 直线 一 一 
这 常 对 解 题 朋 帮助. 例如 ， 在 立方 体 的 截面 中 就 是 这 样 . 在 
截面 面积 计算 中 ， 联 系 图 形 面 积 和 和 它 射 影 面 积 的 公式 
Sue ucos 有效 的 公式 . 一 般 不 必 扳 出 截面 ， 直 接 用 
这 个 公式 可 立刻 给 出 它 的 面积 ， 
问题 5 求 富 长 为 1 的 立方 体 4BCD4BICID: 用 通 
过 项 点 A, 楼 BC 中 点 和 界面 CDDIC: 中 心 作 的 平面 去 堆 ， 
稚 得 截面 的 形状 和 面积 ， 
媚 ” 如 图 5 指出 那样 建立 直 币 坐标 系 。 制 平面 的 方程 ， 和 作为 
一 般 的 平面 方程 其 有 形式 
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ax+bytos+d=0. 
系数 he 6 和 © ™ 中 之 间 的 关系 可 人 出 点 过 《 站， 0, DT、 


-ac 


8a, 
的 中 点 ) 和 时 (二 ， 


” 1，- 术 外界 面 CDD:C， 


的 中 心 》 在 这 个 平面 上 去 : 
隔 和 5 寻求 ， 世 就 是 这 些 点 的 爸 
标 应 当 潢 足 平面 方程 ， 由 此 我 们 得 到 方程 组 
ed 


ol tb .ce:0+d=0, 


- 


由 这 个 方程 组 ， 我 们 得 到 d =0，8 = -2a，c =3a， 也 就 
是 市 平面 方程 具有 形式 

XC 一 20Y 十 有 加 这 一 
对 不 同 芍 4& 〈 不 等 于 0 ) 我 们 得 到 的 方程 是 同一 个 平面 的 方 
程 (为 什么 ?7。 所 以 我 们 设 4 =1， 则 割 平面 方程 是 x 一 2y+ 
3z =0。 现在 容易 求 得 制 平 面 同 正 方 体 楼 的 实 点 的 坐标 ， 玖 
点 的 举 称 应 取 形 式 了 FC(L，1， 放 站 ， 因 软 点 下 在 直线 CC 上， 
些 外， 点 五 在 宕 平面 上 ， 这 给 击 方 程 

1—-2:14+3:7=0., 


LE 
2 


L +b:l1+c-— +d=0. 


14 


由 此 ，f = 二 .于 是 ，F(1，1, 了) 类 似 求 得 
G( 0，1，- 全 - )， 于 是 ,显然 截面 是 个 四 边 形 ,同时 是 梯形 
《4G1 FF)， 可 以 求 出 梯形 的 询 和 高 ， 根 所 它们 得 到 梯形 
的 面积 ， 但 我 们 可 引入 另外 更 简单 的 解法。 截面 4LEFG 在 
平面 4BCD 的 射影 是 四 边 形 4ECD， 它 的 面积 等 于 一， 


平面 A&G 和 ABCD 之 间 角 的 余弦 寺 于 蛋 直 于 这 两 个 平 
面 和 的 向量 , 例如 nj 二 tl， 一 2，3) 以 及 ns = .AA ={t0,0, 1) 
之 间 角 的 余弦 的 绝对 值 ， 世 以 . 


jinna] 10~20+3 1 3 
a MI VI 
四 
-4 V14 
二 此 ， Pave Tg 4 所 
1 
问题 6 通过 立 
方 体 的 一 条 对 角 线 作 
平面 交 这 个 立方 体 ， 
使 得 截面 面积 景 小 ， 
这 个 截面 应 当 是 怎样 


的 了 

解 ” 芭 荐 平 语 通过 立 
方 林 ABCDALBIC, 
口 , 的 对 角 线 AAC 交 


#5 


楼 《上 电 于 点 媚 【《 当 市 平面 交 其 它 校 的 情况 绕 对 角 弘 
-4C: 旋转 立方 体 并 且 改 变 记 号 归 结 为 这 种 形式 )。 正如 图 6 
指骨 的 那 祥 建 立 直角 坐标 系 。 立方 体 的 材 长 假设 等 于 1( 池 
侍 公 能 作 这 一 点 ?7)， 羡 方 体 的 鹤 面 是 平行 四 这 形 -4PCe 
(点 4， 巨 ， 人! 忻 于 截面 所 以 点 下 由 和 条件 CPE4， 
AF EC 来 决定 }， 它 在 罚 面 4DD1A1 上 的 射影 是 这 个 界 
、 Sjpo,s, 1 
而 自身 ， 所 以 Sureir= 一 让 6066 太 ， 其 中 9 是 平面 
ECF 各 4DD1A1 之 间 二 面 角 的 值 . 我 们 感 兴趣 的 是 
cosP 的 最 大 得 , -进一步 可 以 但 上 是 那样 的 运算 ， 我 们 求 革 
型 点 的 坐标 ， 
A 0; ON G1, 1, 1), ECe, 1, 0 点 到 

的 横 坐 标 暂 时 还 不 知道 ) 然后 求 平面 方程 ， 

AECIP, 1l:x~-e:ytt{te—1)z=0, 

4 Al: l:+w tOry+t0r2= 0 
然后 求 懂 直 于 这 两 个 平面 的 向 量 


ni= (1, ~e, e—1), 


ni:=(1, 0, 0), 
并 且 求 它们 之 僻 的 衣 的 余弦 ; 


1 1 
OP Ite tlem1)? wo ei-e+l’ 


cos 轨 的 最 大 值 在 e* 一 et+1 达到 最 小 值 时 才 达到 ， 而 e? 一 ee 


+1 又 当 e = -3- 时 才 达 到 最 小 值 (检验 1)、 于 是 点 E 应 是 


楼 CD 的 中 点 ， 
4。 楼 维和 球 
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问题 7 底 边 长 为 a 的 正三 角形 的 楼 锥 内 接 在 球 面 中 。、 
楼 锥 的 两 个 侧面 路 直 于 底 平 琴 ， 第 三 个 侧面 同 底 平 面 形成 的 
二 面 角 等 和 于， 求 球面 面积 . 
解 ” 如 果 覆 锥 的 两 个 侧面 履 直 于 底 平 看 ， 则 这 两 个 侧面 相交 
的 侧 楼 ， 垂 直 于 底 ， 我 们 通过 3 表示 棱锥 的 顶点 ， 我 们 考 察 
的 楼 的 第 二 个 端点 用 
怠 表 示 ， 底 面 另 外 两 
个 顶点 用 .A 各 表示 
并 且 如 图 7 沸 出 的 那 
样 建立 直角 稚 标 系 、 
正如 己 知 ， 楼 锋 外 接 
球面 的 球 心 0 在 楼 
维 底 面 的 射影 是 底面 
外 接 画 的 中 心 0O;. 图 ? 
我 们 求 某 些 点 的 坐标 (图 7 了 )， 

O00 0 0), ACO, ag, 0), . 


sf。 ,0 


好 立 
O(a7, 3» 0). 
并 们 通 居 数 。 和 各 米 刻 遂 点 5 与 0, 的 位 置 : 
如 
SO, 0, DO 二 ， 了 
则 我 们 能 写本 不 方 各， 第 一 个 是 下 高 10.5| 和 100.1 相 和 


‘距离 100O411，|1Q.A1 和 10,B1 相 等 将 自然 成 立 ， 因 为 10， 
O11L(OAB) 了 Os 是 入 0AB 的 中 心 ), 第 二 个 是 条 件 
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cos ((S.45)， (OAB)) =cosP 的 坐标 形式 。 
容易 求 得 平 曾 SAB 的 方程 形 为 


3 
VI ts ytazs-as-0, 


同时 向 量 m = {- 污 ，s ，4 ) 牌 直 于 这 个 平面 ， 而 向 量 
ms = (0，0，1) 重 直 于 平面 04B， 现 在 我 们 得 到 两 个 方程 ， 


(Er 


而 此 后 由 第 一 个 = 六 3atgg. 
现在 ， R=|0011*= 16+ Og 和 和 
Suns = 4mR+ = 016+ At 9) + 
问题 8 棱锥 的 底 是 边 长 为 a 的 正方 丧 ， 在 底面 的 棱 上 
有 两 个 二 面 角 是 直 二 面 角 ， 而 另外 两 个 二 面 角 等 于 2 ， 求 在 


这 个 楼 锥 中 四 切 球 的 半径 ， 
48 


解 ” 象 图 8 指出 的 那样 建立 直角 坐标 系 。 球 的 中心 o: 应 当 
到 楼 锥 各 界 硬 等 虐 。 特 别 
地 ， 与 三 个 泽 标 平面 的 掉 
凡是 7? 一 即 球 的 半径 ， 所 
纪 它 的 从 标 具 容 形 式 
iiryrsry， 平 而 人 SBC 包 
全 点 B (ayq:0), C (0,a, 
0), 和 S00 ate wy, 
由 些 求 得 平面 SBC 的 方 
程 ， 图 8 
tg py-2—atgp=0, 

由 点 口 , 到 平 商 $BC 的 蝶 离 ， 从 一 个 方面 应 当 等 于 ， 
从 男 一 方 库 ， 它 可 以 通过 点 人 S， 昌 ,人 的 祭 标 天 示 。 算 直 于 
平面 SBC(QE (SBC)) 的 向 量 O1Q 与 向 量 n =(0,tg gp,1) 


并 线 (向 最 + 的 坐标 由 平面 SBC 的 方程 求 得 )， 所 以 


OO O10 = h: =(0, htgw, 4)., 
现在 ， 已 知道 点 QQ, 的 华 标 ， 我 们 求 点 已 的 华 标 
Qlr, htgp+r, ht+r), 
并 和 县 的 值 由 点 已 司 于 平面 人 SBC 的 条 件 ( 也 就 是 点 久 的 坐标 
满足 平面 BC 的 方程 ) 求 得 : 
tgomthtgp+iry+htr-atgw = 0, 
由 上 于， 六 =(qGtg 由 一 六 一 站 上 tt 的 ?ecDS20， 


IOiO | =| 1)n 1 


1 
= (atgp—r-rts DICOS WW: os 


= (atgp —r—r tg WIcos 四。 
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《容易 见 到 ， 有 之 0)， 因 为 应 当 有 1O;Q| =r， 我 们 得 到 方程 
(atg mpm—r-rtg peos yer, 
出 此 求 得 ”， 
可 他 Sinw 
"1+sinpm +eosp:’ 


练 习 题 
1。 证 明 ， 正 入 ABC 的 面积 可 以 按 下 面 的 公式 计算 。 


Sauae = BVABI A CB » 

2。 直 平 行 六 人 面体 两 个 相 邻 侧面 的 不 相交 的 对 角 线 对 席 
平面 的 倾角 分 别 是 a 和 ， 求 这 两 条 对 角 线 之 间 的 角 ， 

3. 正四 被 锥 SABCD 底面 的 这 长 等 于 &， 高 是 上 . 
求 直 线 BDD 与 $4 之 间 的 距离 ， 

4。 四 面体 的 楼 长 等 于 1 。 求 四 面体 侧面 上 异 面 的 高 线 
之 间 的 距离 . 

5. 站 平行 六 询 体 的 底面 是 带 有 锐角 a 的 萎 形 . 交 这 个 
平行 六 面体 截面 为 正方 形 的 平面 对 底 平面 倾角 是 多 少 ? 

6. 三 棱锥 ?4BC 每 个 楼 的 长 都 等 于 1. 点 也 是 和 4BC 
的 高 忆 站 的 垂 足 ， 等 边 和 号 门 在 同 校 AC 形 成 角 名 的 平面 
上 上 并 有 卫 点 信和 五 位 于 平面 4BC 的 同一 侧 . 求 点 人 S 和 万 之 辣 … 
的 更 离 ， 

7， 已 知 导 长 为 6 的 立方 体 48CD4RBICIOD， 点 五 
是 楼 4 六 :的 中 点 ， 上 后 所 是 村 -444 的 中 点 . 求 通过 点 吾 和 至 
并 且 切 由 平面 88.C1C 和 DD ,CiC 形成 的 二 面 角 的 界面 的 
最 小 球面 的 半径 . 
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办 系 ” 椎 称 法 的 基本 公式 


_» 6 一 十 并 十 奈 二 (x， yz) 
疝 沉 3 的 举 标 x y=0 .了 了, z= 
点 于 的 坐标 如 果 O 六 二 (x， yy 2), MMCx, y. 2) 
_ ~ 8 
向 量 4B 的 沸 标 同 它 


的 起 点 xi ,Yi ,sa 和 AB={x,—x,, v2 二 一 之 1 
终点 有 X33 之 1) 坐 入 之 
辣 的 关系 

_ 平 移 公式 ~» 

P=(0.b.c), Mix,y,2) PiMI=M, (lax, by, 十 3 


同 量 a 一 (>， :Yi 121 与 向 +b=(x, 二 十 
最 B(x 3 2 的 和 与 益 | 8 一 上 二 (x 一 x Yi 一》 1 一 22) 


向 量 6 一 (x.y,2) 与 数 p 的 一 * 
积 Poamtpx, py, pz) 


非 过 向 攻守 人 x 之 全 > 
和 电 一 (xi,yiez) 的 数 一 | | cost 0, b) 


和 《( 标 和 1》 1 b=x x1 yy Za 
向 量 8 二 (x, y,2) 的 长 Ef a xy 
琴 点 A ty 24) 与 B(x,. IAB|I=[Itx, x) (ty, 一 y,.) :十 
y;.2;) 之 间 的 距离 (2 一 21)'] 诗 
一 一 一 一 一 SA 了 TT 
商量 好 一 (xx ,ys ) 和 tosC oo 5 一 一 -县 __ 
lal 15 | 


LX, 二 yy 十 2 FF 


A 十 y 十 2 /XE ty + 


Bb 二 (x7 ,yi,z7) 之 间 的 角 


| 
| | 
位 似 中 心 为 0， 位 似 系数 为 jy;. 


HrrM)=M, (kx, ky, kz) 
& 的 位 似 公 式 ， » Mz, J， *) | 


平面 的 方程 TS 0 


ax 于 By 二 rz 十 d 一 日 “为 界 | 9xtbytcztd>0 d= 
axt+by+czt dn 1 本 < 站 

玉民 1 
EE 
nixtbyvi+catd0 | dn 
< 十; yczt ds 0 | 0 

又 家 于 平面 a: | 


一 
ax 十 6y 十 cz 十 dz 0 的 向 虹 | 全 一 人 5) 


包含 点 A(xs ,24 ,z,) 并 且 焉 
真 丁 向 最 (a. b. c) 的 | ao(x 一 二 BY 一 5) 十 c(z 一 一 
平面 方程 。 : 
半 而 之 何 的 角 . i 

ga r+b yte std 0 lta.H)= lcos(ng nf) 

好 :ax 十 让 yy 十 ca> 十 可 :一 0 


te 一 【如 ， bd,,， ey 一 -一 -一 一 ia 十 Do 十 cues| 
ra—(a?, b;, ¢,) VITbItet . /olibytoes 
夺 平 面 g 上 面积 为 s 的 多 边 形 、 

在 平面 上 正 交 投影 的 i 和 | Sw 一 Seosfa， 8) 

区 投 入 

半径 为 中 心 在 点 s 《0， 6 xa 二 (4b) 二 (#—0) 二 太 : 

“1 的 球 了 方程 性 


切 球 (x 一 0): 二 OY 全 十 【让 一 下 并 光一 吾 ) + (Cgc), 
2 + 一 0}= 二 开 
20) TE TAm, po mx—m) tb py py Ce-g): 
村 平面 方程 {tz -9q)=0 
rr 
“本 上 衣 出 起 出 ; 洒 爹 担 供 】 


译 自 芯 量 子 和 1977 年 第 11 期 


六 、 几 何 习 题 中 的 图 


开 多 罗 蒜 耶 夫 ， 也: 加 皮 夫 


在 解 几何 题 时 ， 对 于 图 的 作用 有 不 同 的 对 待 方式 .有 些 
估计 为， 对 于 一 般 问 题 ， 并 不 需要 作 几 ， 但 足 这 并 不 意味 着 
能 够 草率 失事、 其 它 有 些 人 人 认为， 在 推理 过 程 中 ， 图 本 车 是 
充足 的 论据 ， 芯 至 连 “ 由 图 形 看 出 ”的 说 明 以 及 必须 的 论证 
卫 无 须 指 出 ， 这 两 种 极端 的 观点 都 是 不 正和 的 ， 

当然 ， 企 何 图 ， 共 至 最 准确 的 图 ， 也 不 能 伐 蔡 时 如 证 
明 ， 它 只 不 过 是 对 推理 中 的 解释 ， 展 现在 图 中 任意 的 几何 事 
实 ， 必 须 严 格 她 论证 一 一 只 有 在 那个 时 候 才 能 断定 事实 成 
开 ， 向 个 是 由 可 车 的 . (或 极端 危险 的 、 不 可 靠 的 } 图 得 到 
的 。 它 公公 能够 提 本 人 们 利用 某 些 定理 或 者 找到 恰当 的 补充 
作 苞 法， 为 了 使 证 明 的 思路 更 如 了 朋 眠 ， 数 学 家 总 是 常常 求 耻 
于 几何 作 图 . - 

然而 ， 也 可 能 只 有 图 才能 帮助 解决 问题 ， 正 确 地 反映 条 
件 中 提 到 的 移 形 的 实质 性 的 几何 特点 、 正 因为 如 旺 ， 所 了 慨 对 
于 策应 当 非 常 细 心 的 对 符 . 

首先 ， 能 所 做 到 的 公 限 于 在 其 种 程度 上 成 功 地 构图 ， 对 
于 所 作 的 男 形 确切 地 满足 回 题 中 的 条 件 ， 然 而 在 许多 问题 
中 ， 在 原则 上 任 异 着 图 使 问题 得 到 完全 解决 并 不 可 能 ， 因 为 
问题 的 笠 件 准许 几何 上 大 不 同 的 构 形 。 比 外 ， 这 样 的 对 于 蔡 
种 《区 粗 的 ”图 的 依赖 性 导致 男 一 种 后 人 菏 ， 在 问题 解决 的 进 
程 中 ， 可 能 发 现 所 得 的 结果 与 所 求 的 图 形 之 间 产 生 了 矛盾， 它 
和 常常 把 问题 引入 绝路 ， 然 而， 在 正确 理解 图 的 作用 的 时 候 ， 
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哩 


就 会 认为 它 并 不 音 径 。 接着 就 放弃 开始 的 印象 并 作 记 新 图 ， 
突出 反 旱 几 何 内 容 ( 当 然 ， 是 在 进行 推理 和 计 算 正确 的 条 各 
FF), 
在 构图 上 时， 有益 之 处 不 在 于 构 作 关于 几何 外 形 的 示范 性 
的 草图 ， 而 是 力求 逐步 地 任 借 已 知 的 问题 及 一 般 几 何事 实 构 
图 . 用 这 样 的 方法 ， 容 易 产 生 某 种 思路 ， 把 它 能 用 到 解法 中 
习题 1 在 三 角形 4BC 中 ，AB=90*,4B8=4. 在 BC 


边 上 取 一 点 刀 ， 使 得 BD =1， 半 径 为 “5 的 圆周 过 点 8 与 


如 并 与 点 在 和信.A4BC 的 外 接 圆 周 相 切 ， 试 求人 ABC 的 面 
积 . 

首先 作 入 .4BC，B 为 直 衣 (图 1}， 为 了 作 这 个 三 角形 
的 外 接 圆 ， 我 们 首先 要 上 明确， 
它 的 圆心 口 的 位 置 及 其 半径 欣 
大 小 ， 我 们 知道 ， 直 和 角 三 角形 
的 外 接 圆 贺 心 ， 位 于 和 斜 边 的 中 
点 ， 而 它 的 半径 等 于 斜 思 的 一 
半 . 这 就 使 得 建立 外 接 圆 有 了 
可 能 ， 

现在 作 另 外 的 圆周 .我们 
注意 BC 边 上 点 D， 可 以 肯 
定 ， 这 个 圆周 的 中 心 位 于 过 线 
段 BD 的 中 点 下 所 引 的 会 线 上 .由 图 的 切线 的 条 件 推 知 ， 
我 们 所 考虑 的 圆周 中 心 位 于 过 切 点 召 所 引 的 外 接 圆 的 半径 
上 ， 或 者 说 ， 蜀 的 中 心 5 ， 控 间 题 条 性 ， 是 直线 SK 及 中 
线 BO 的 交点， 
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图 : 


构图 完成 了 ， 在 构图 的 过 程 中 ,我 们 确立 消 个 事实 ,以 于 
作为 解决 问题 的 基础 ;首先 , 圆心 3 位 于 等 膝 八 BOC 的 边 BO 
上 其 次 ， 由 园 心 SS 向 直角 边 BC 引 垂 线 ， 交 线段 BD 于 它 
的 中 点 。 

现在 进行 必要 的 计算 ,由 直角 和 八 BSK， 根 据 勾 股 定理 


得 SK =1,， 此 时 ctg SBK = -到 .但 :4CB= /ORC, 


因此 BC= AB tg 人 ACB=2. 于是， 三 角形 ABC 的 曾 积 等 
于 4. 

因 呈 ， 问 题 完 全 解雇 ， 我 们 得 到 的 解 题 概 念 是 由 于 各 次 
的 构图 。 然而， 骤然 看 来 ,这 并 不 奇怪 ， 在 图 1 中 描绘 的 , 设 
有 对 应 问题 条 件 的 全 部 。 事实 上 ,我 们 引用 的 计算 证 明 ，BC 


-2 而 4C= 尘 . 因此 BO=w 5 =2SB,， 即 B80 是 以 


S 为 圆心 的 图 的 直径 ， 可 见 它 
过 点 D ， 斤 名 话说 ， 图 2 完全 
适合 问题 的 条 件 ， 

什么 原 办 使 得 图 1 没有 能 
够 完全 适合 问题 的 条 件 呢 ? 问 
题 在 于 ， 我 们 引用 的 攀 图 者 来 
只 是 人 失 几 何方 面 ， 而 没有 考 虐 
所 有 具体 的 数据 ， 此 外 ， 它 的 
所 有 的 外 形 的 尺寸 大 小 以 及 几 
何 学 的 确 团 形式 ， 只 有 经 过 相 
未 的 计算 才能 得 到 ， 这 是 我 们 图 ?2 
没 能 顾及 到 的 . 

但 是 ， 我 们 确认 ， 以 上 不 少 解 是 的 叙述 局 限 在 不 精确 的 
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一 ee re 


图 上 .这 订 简 单 地 比喻 ， 在 我 们 的 推理 中 ， 什 么 地 方 也 没 用 
到 以 点 口 及 以 点 S 为 圆心 的 圆 的 相互 位 置 。 因 此 没有 必要 在 
解 题 中 着 重 说 明 它 . 

类 似 的 情形 在 几何 问题 中 皇 典 型 的 ， 实 际 上 什么 时 候 世 
没有 接近 解决 .我 们 不 能 在 作 图 时 绝对 准确 地 把 所 有 特殊 的 
外 形 反 遇 出 来 , 它 的 许多 特点 仅 在 推理 的 过 程 才 发 现 .因为 ， 
什么 样 的 外 形 特点 看 来 是 实质 性 的 与 在 什么 程度 上 在 所 给 的 
外 形 及 图 上 是 容许 的 ，- 一 望 而 知 远 非 那么 明显 , 启 以 , 半 如 存 
在 于 所 给 问题 中 的 工 何 性 质 是 极其 重 费 的 . 

当然 ， 如 来 弄 清楚 了 在 解 题 中 的 图 明显 没有 和 已 知 的 问 
题 相 适应 ， 那 就 应 当 把 它 换 为 正确 的 ， 例 如 ， 在 以 证 问题 
中 ， 其 至 常见 的 几何 的 想象 也 不 能 够 帮助 马上 作 好 图 ， 准 确 
有 反映 构 形 上 实质 性 的 特点 . 

习题 2 在 三 楼 锥 .SA4BC 中 , 侧 棱 SC 等 于 底 边 48B 并 与 
底 答 4B8C 成 60° 的 角 ， 书 知 顶点 4，B，C。 以 及 杰 徐 的 
侧 棱 中 点 都 在 半径 为 1 的 球 .上 .证 明 ， 读 球 的 球 心 在 枝 4B 
上 ， 并 求 楼 锥 的 涡 . + 

为 了 解 题 ， 作 校 锥 SAB8C， 通 常 习惯 ， 作 楼 锥 的 高 5 
并 引入 线段 HC. 
因 汶 控 题 已 知 条 
人 性 SCHH =60"， 册 
六 CHS 得 SH= 


比 处 e 表 示 棱 SC 的 
长 . 
图 3 按 条 件 , 顶 点 4 
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男 ，f 与 相应 的 便 棱 中 点 4 ， 五 :CI 在 一 个 球面 上 ， 因 
了 此， 特别 有 4，4， 号 , 呈 : 四 点 芷 男 棱锥 全 面 S48 为 球 
的 截面 .因为 A418, #483， 则 四 边 形 4A1818 为 梯形， 
因为 它 有 外 接 圆 ， 所 以 是 等 腰 的 ， 从 而 


AA1=8BB, -> SA = 一 SB. 


对 于 四 边 形 BB,CC， 人 的 提 明 ， 楼 锥 SABC 
共有 相等 的 侧 楼 ， 
SA=SB=SC= AB=a. 
” 铀 此 可 见 ， 入 A45B 是 等 边 的 ， 也 就 是 这 个 侧 而 的 侗 高 等 于 


， 即 SM=SH. 


这 样 一 来 ， 棱 锥 的 高 与 俩 
面 4SB8 的 侧 高 重合 ,但 是 ,此 
持 态 与 两 点 人 重合， 而 ASB 
与 ABC 两 平面 互相 妃 直 ， 
因此 图 3 实际 上 不 满足 问题 的 
条 件 ， 而 符合 问题 条 件 的 却 是 
图 4， 

问题 进一步 的 解 没有 任何 图 4 
困难 。 具有 相 问 饭 角 的 侗 棱 S4，3 呈 ，SC 在 平面 4BC 上 


的 射影 (网 4 ) 相 等 4=HB8=HC= -5-， 即 点 HH 一 


人 站 ABC 的 旁 切 圆心 ， 因 此 球 心 位 诗 底 而 由 点 五 所 作 的 垂 线 
-， 即 在 核 锥 的 高 5 五 上 (或 在 它 的 延 线 上 )。 这 个 球 心 距 


4， 上 4 两 点 等 远 ， 内 于 上 及 4，= -是 入 4SB 的 中线， 则 
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有 4 = 里 4， 即 点 HH 在 楼 4B 上 上 ， 恰 好 它 是 球 心 ， 但 是 这 
个 球 的 半径 按 条 件 等 于 1， 采 4= -3 =1，9 =2 与 


SH=v 3. | 

问题 3 在 等 爵 梯 形 内 有 两 个 部 。 其 中 的 一 个 圆 ， 它 的 
半径 为 1， 内 切 于 梯形 ， 而 第 二 个 圆 与 梯形 的 两 边 及 第 一 个 
珊 相 切 。 与 第 二 个 圆 相 切 的 梯形 两 边 组 成 的 角 的 顶点 到 两 匿 
切 点 的 距离 是 第 二 个 圆 的 直径 的 两 信 ， 试 求 梯形 的 面积 ， 

到 诡 梯 形 与 第 二 个 贺 相 切 的 座 角 是 钝 角 还 是 锐角 呢 ? 直 
接 由 问题 条 件 来 看 并 不 济 楚 ， 
因此 我 们 应 当 考 虑 两 个 方案 
《图 5 》 并 试 作 阐明 ， 哪 种 方 
案 是 和 条 件 中 给 出 的 具体 的 数 
值 关系 相符 合 ， 

令 口 是 内 切 于 梯形 ABCD 
的 泗 心 。O1， 口 ; 为 第 二 个 辐 
的 圆心 《两 个 方案 !)， P,P,, 
并 ，M,，Nl， 入 ;是 切 点 ， 
ri， rz 表示 第 二 个 画 的 半径 .在 第 一 种 情形 ，A 人 OM ,Cc 
AUONIC, 多 在 第 二 种 情形 AOM ,DAO;,N,D, 册 有 


图 5 


OM, OC Ou, OD 
ON OC’ ON, OD 


到 应 OC=OP.+ PC=1+4r1, 
‘OD= OP, -+ PD=1+4rs, 
则 在 两 种 情形 
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可 
Wl 


由 此 r:= -人 -由 ADOM,C 与 AOM:D， 按 勾 股 定理 有 


MC=2 2 ,， MD=2 2 ， 
这 祥 ， 如 果 第 二 个 回 内 切 于 梯形 的 钝 角 达 ， 则 梯形 较 长 

的 底 边 为 4 2 .， 然而， 如果 在 底 边 长 度 为 a 与 5 的 等 腰 
梯形 中 ， 内 切 圆 半径 之 长 为 dd， 则 满足 不 等 式 a<d<b 
例如 可 内 此 得 出 ， 容 易 证 明 的 非常 有 用 的 关系 d = qb ， 
因此 在 我 们 的 问题 中 、 梯 形 短 的 底 边 应 当 小 于 2 。 因 为 图 心 
为 O; 的 圆 ， 不 满足 问题 的 条 件 ， 只 得 考虑 圆心 为 D: 的 图 . 
现在 容易 求 出 梯形 的 面积 S， 利用 梯形 底 边 与 内 切 圆 阅 直 径 
的 关系 d = ab ， 我 们 得 到 等 式 

2=w AD. BC = vAV 2 5C ， 


由 此 BC=Y52， 


与 =- (AD+BC) 2- 2. 


在 所 选择 的 问题 中 ， 存 在 两 个 很 本 不同 的 几何 榴 形 是 十 
分 明显 的 ， 但 是 问题 往往 不 是 这 样 ， 为 了 要 达到 “洞察 ”在 
解 题 中 考虑 的 所 有 构 形 ， 就 要 求 具 有 相应 的 凡 何 想象 力 以 及 
足够 的 严密 往 . 

问题 4 直 棱柱 高 的 长 庶 为 1， 它 的 底面 是 边 长 为 2 及 
炎 角 为 锐角 30" 的 萎 形 。 过 底 边 作 与 底面 成 60* 的 截面 ， 试 
求 截面 的 面积 ， 
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许多 入 学 试题 中 ， 如 图 名 所 作 的 那样 ， 示 范 性 地 给 出 
这 个 问题 的 如 下 “ 解 


- 2 已 法 
D> : 
| 令 寻 六 为 截面 a 


与 侧面 DCC,D, 的 
/py 交 线 ; 过 点 于 引 底 边 
AB 的 答 线 对 玉 ， 册 


三 重 线 定理 得 。 KK 喇 
图 6 LAB. 因此 MEKD 
是 平面 e 与 底面 所 成 二 面 角 的 平面 角 ， 得 人 MKDD=60". 
此 时 ， ， 
Mr ED -4Dsias ? 


cos60” cos60" 
但 是 ， 弄 六 是 平行 四 边 形 AMNB 的 高 ， 因 于 所 求 和 的 面积 
S=AB.MK= #4, 

在 这 个 推理 中 ， 有 水 质 性 的 跨 陶 ， 问 题 有 折 根 据 的 图 ， 是 
由于 趟 确 煞 的 假定 平面 & 切割 环形 DCC1D1 实 现 和 的 .然而 
在 所 给 的 条 件 中 ， 已 知 欧 数据 完全 是 不 明显 的 ， 而 且 是 错误 
和 的， 实际 上 平面 a 过 .上面 的 山 面 ， 而 点 村 落 在 被 DD 的 延 
线 上 . 事实 上 上， 如 请 上 面 获 得 的 ， 闻 五 = 2( 注 意 ， 这 个 计算 
不 依赖 于 在 线段 DD, 上 的 点 村 的 位 置 )， 由 入 MDK 我 们 得 
到 ，MD =w 3 ， 由 于 凡 总 长度 大 于 也: 也， 因此 ， 在 问 
题 中 所 所 到 的 是 图 y 的 枸 形 ， 应 当 意 求 平行 四 边 撒 AQPB 
的 面积 ， 而 不 是 AMNB 的 面积 。 进一步 地 解决 问题 不 吾 导 


致 原则 上 的 困难 ， 在 此 要 提醒 读者 ， 所 求 的 面积 S = 


在 解 题 中 ， 当 所 给 的 几何 构 形 不 是 通过 数值 而 是 通过 
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文字 ， 即 在 具有 参数 的 几何 问题 本 身 的 类 型 中 给 出 ， 应 给 予 
更 多 的 注意 .在 这 些 问题 中 (如 网 在 具有 参数 的 代 数 问题 一 
样 )， 解 题 方法 与 获得 的 解 管 ， 主 要 依靠 确定 构 形 的 参数 给 
出 . 

例如 ， 雇 上 选择 的 例题 中 ， 截 面 对 底 面 的 贷 角 为 9， 而 
其 余 所 有 数值 上 的 条 件 都 是 一 祥 的 ， 此 时 在 解 是 对 要 考虑 三 
种 以 形 ， 

+。 点 1 了 位 于 楼 DD, 上 ， 

2. 点 条 与 点 已 :重合 ; 

3， 点 村 在 楼 DD 的 延长 线 上 . 

将 绕 段 好 已 及 了 | 姜 
进行 比较 ， 无 论 哪 个 指出 
的 条 从 成 立 ， 依 靠 角 凶 的 
效 重 来 确定 它们 都 是 可 能 
的 ， 显 然 MD= KDtgw 
= ft 人 9 与 点 于 在 直 急 石 万 ， 
上 的 位 置 无 关 ， 因 此 所 指 ， . : 
出 的 情形 由 以 下 条 件 确 - 图 7 
定 ， . 


(Ci) tg wl 
C1i) tg ¢= lv" 
Ciii) tg 9 > 1. 
国 此 ， 如 时 ?P 近 45"， 则 有 第 一 一 种 依 形成 立 (图 8)， 此 


时 S = < 。 如果 四 六 45*， 则 有 第 三 种 情形 . (图 7) 成 


立 ， 此 时 5 = 所 二 ~， 至 于 9 = 45* 的 情形 ， 应 该 当 作 特殊 


G1 


的 图 来 对 待 、， 但 是 事实 上 能 矿渣 用 任意 的 现 有 条 件 一 一 在 考 
虚 “ 极 ” 值 时 ， 常 常 达到 令 人 人 满意 的 程度 在 这 种 请 形 
S =2v 2. | 


最 吝 的 等 案 可 表 为 以 下 形式 
[2 o 
1 Cosp? 如 P45°s 
> 一 2 2， 如 由 = 45°, 
2， 如 9>45°， 
Sin 


当然 ， 第 二 种 情形 也 可 以 由 其 他 两 种 情形 包括 进去 ， 并 且 把 
符 案 写 得 艳 为 紧凑 。 
在 以 下 问题 中 ， 我 们 四 到 类 似 的 情形 . 的 确 ， 各 种 构 形 
的 最 后 答案 不 依赖 于 所 有 参数 的 同一 值 ， 当 然 对 于 不 同 的 槐 
形 ， 其 中 的 计算 可 以 按 不 向 的 方式 去 做 ， 自 榴 ， 其 中 所 考虑 
的 不 是 几何 上 所 有 的 不 同情 形 的 解 ， 尽 管 形式 上 得 淹 正 确 的 
管 案 ， 但 它 不 能 够 认为 是 有 价值 的 ， 
问题 5 半径 为 r 的 球 与 平面 号 相 切 于 点 4， 直 线 1 与 
平面 忆 物 成 角 钊 ， 它 与 这 个 平面 粗 交 于 点 忆 并 与 球面 相 急 于 
点 如 ,如果 A =2r， 
试 求 线段 4 的 长 ， 
控 问 题 的 条 件 ， 
我 们 描绘 外 形 ( 加 8). 
由 点 召 引 平面 瑟 的 垂 
了 线 2B， 并 且 连 接 
线段 C8,。 显然 ， 
图 8 al 二 ， 其 次 ， 
由 球 外 一 怠 引 球面 切线 的 性 质 ，OA=0O8=r， 
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如 


CHB=CA= 27 

所 求 的 线段 A 8B 是 直角 入 8814 的 余 边 , 而 881 是 直角 
和信 CB818 的 直角 边 88, = 3r sin9 。 制 下 的 就 是 讲 找 直角 边 
-4 已， 直线 0 4 与 B88, 都 疏 直 于 平面 PP， 它 们 在 一 个 平面 
上 .在 平面 土 ， 我 们 作 直 线 ON 1 450 此 时 ，AONB, 是 
矩形 ， 因 此，AB, = ON,， NB,=0.4=r。， 因为 

NB= BB -NB,=2r sin =r, 
旭 出 入 ONB 
ON?* =OB:— NB: = dr sin wt{1 -sin p), 

而 由 ABB.A 


一 一 一 


但 是 ， 不 能 认为 已 得 到 阅 题 的 结论 ， 事 实 上， 我 们 在 对 
线段 NB 进行 计算 时 ， 我 们 实质 上 利用 了 点 8B，N 与 如 | 位 
于 如 图 8 所 描述 的 事实 ， 但 是 由 问题 的 条 件 ， 并 不 能 得 出 点 
如 位 于 两 点 NN 与 B; 之 辣 的 结论 。 只 有 考虑 所 有 这 些 情 形 ， 
我 们 就 能 够 确信 ， 我 们 已 经 对 问题 的 解法 进行 了 详尽 的 讨 
论 ， 

如 果 点 了 加 位 于 六 ~ 
与 B81 两 点 之 间 (图 
9), 

则 
NB=NB,- BB, 
一 站 一 27 sinp, 
对 线段 ON 与 48B 进 
一 步 计 算 ， 就 悦 瑟 得 
到 和 以 前 一 样 的 结 图 9 


$63 


果 ， 由 此 我 们 得 到 关于 线段 4B 的 那个 公式 . 如 果 最 后 六 
与 吕 两 点 全 合 ， 由 帮 六 =ON=7r,; 有 AB =*w“ 2 ,在 这 种 情 
形 ， 在 直角 入 CB18B 中 切线 B88B,=r， 册 和 斜 边 CB8=2r 的 一 半 
组 成 ， 困 此 o = 30"， 即 4 鼠 = 2rv'siag . 

可 见 ， 等 式 4B8B=2rv sinP 对 于 角 的 任意 可 能 的 值 
都 成 立 . 解决 这 个 问题 可 以 不 依靠 点 五 ， 吾 ; 与 N 的 论证 来 
进行 ， 读 者 不 妨 试 着 独立 完成 . 

从 我 们 所 研究 的 问题 表明 。 认 真 完成 构图 具有 非常 实际 
的 意义 ， 作 出 正确 的 图 能 够 使 解法 简化 ， 而 作出 不 正确 的 图 
就 得 出 不 正确 的 结论 。 最 后 要 注意 ， 对 纯粹 技术 性 的 方面 给 
予 注意 是 必要 的 。 医 应 当 简 单 明 膝 ， 应 当 尽 可 能 认真 地 绘制 
(在 状 清 过 程 及 演 草 中 )， 虽 然 不 能 得 出 极端 的 结论 ， 几 何 问 
题 不 是 关于 画图 的 问题 ， 它 不 需要 具有 毫米 的 精度 CR 河 惯 
上 ， 应 当 不 用 给 图 仪器 ， 第 手 画 图 并 尽 可 能 精确 (可 能 只 有 
圆规 除外 )， 对 于 个 别 图 的 相间 位 置 我 们 要 予以 注意 。 当然， 
在 准备 考试 过 程 中 ,: 徒 硅 绘图 早 就 在 考生 中 形成 了 . 


练 习 题 
1 ， 巨 知 在 平面 上 有 四 个 不 同 的 点 4，，C， 站 ， 且 
. AB LCD,， ACJ4 BD， 访 证 AD1 BC. 
.2 .三 棱锥 有 两 个 面 是 边 长 为 a 的 等 边 三 角形 ,而 另外 
的 油 个 面 是 等 腰 盘 角 三 角形 ， 试 求 棱 锥 的 内 切 球 半径 . 
3 .楼 锥 的 底面 是 矩形 ， 它 的 对 角 线 交角 为 g@， 且 所 有 
的 侧 楼 与 底面 组 践 网 一 个 角 多 。 已 知 棱锥 的 外 接 妹 的 半径 为 
怕 ， 试 求 棱锥 外 接 球 球 心 到 棱锥 诡 面 的 正 离 ， 以 及 楼 锥 的 体 
积 . | 
4 。 忆 知 平行 四 边 形 ABCD 中 ,AB= 1,，BC=2， 
| 


且 角 ABC 为 钝 角 。 对 点 昌 ， 口 各 3 引 1 两 条 直线 ， 其 中 有 一 条 
垂直 于 边 4 如 ， 而 另 一 条 垂直 于 边 BC、 这 四 条 直线 相交 形 
成 一 个 与 平行 四 边 形 ABCD 相似 的 平行 外边 形 、 试 求 平行 
四 过 形 4X4BCD 的 面积 ， 

5 。 方 体 有 有 两 个 底 闪 ABCD 与 4.8:CiD;， 其 中 


AA14 BB; fCC,# DD1， 已 知 立方 体 的 楼 长 为 ,在 立 


方 体 的 角 .4 内 ， 有 一 个 半径 为 - 寺 的 内 切 球 。 试 求 立 方 体 中 


与 角 C 且 与 已 知 球 相 切 的 球 的 半径 ， 

6 .棱锥 S4BC 的 底面 是 人 4BC, 它 的 边 48,AC 神 等 ， 
和 且 交 角 为 a ， 楼 锥 的 高 与 楼 S4 重合 ， 其 长 为 hh， 另 有 一 个 
三 楼 稚 ， 它 与 前 一 个 棱锥 有 闻 一 个 点 巴 点 S， 它 的 底面 也 是 
一 个 三 角形 ， 三 个 顶点 位 于 A4BC 的 不 同 的 边 上 ， 如 梁 第 
二 个 楼 锥 的 侧面 面积 相等 ， 且 出 棱 也 相等 ， 试 求 它 的 体积 , 

7 。 等 腰 三 角形 的 底 边 长 为 a， 且 内 角 为 a， 有 一 -外接 
团 ， 作 一 个 同 ， 它 与 等 乳 三 角形 的 外 接 贺 和 底 边 都 相 切 ， 与 
底 边 的 切 点 是 底 边 的 中 点 。 试 确定 这 个 圆 的 半径 ， 如 果 解 不 
是 唯一 的 ， 考 虑 它 所 有 的 可 能 性 . 

8. 在 AABC 中 ，AC=1， BCsvV7, /A=12%0°. 
在 边 C4 的 延长 线 上 取 点 寻 使 得 BM 是 人 .4BC 的 高 ， 试 求 
过 A， 央 两 点 ， 并 与 过 忆 ， 衣 ， 忆 三 个 点 的 图 在 点 计 种 切 的 
加 的 半径 . z 

9 。 在 平行 四 边 形 内 有 两 个 圆 徐 此 相 切 ， 而 县 其 中 短 个 
圆 又 与 平行 四 边 形 的 三 条 边 相 切 ， 已 知 一 个 加 的 半 逢 等 于 
1 ， 由 平行 四 边 形 的 某 一 顶点 淹 切 点 的 线段 距离 为 了， 试 
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求 平行 四 边 形 的 面积 ， 

10， 两 个 相等 的 次 形 ABCD(CAB CD，AD BOC} 及 
APQR(AP 1 QR，AR jj PQ) 具 有 共 司 的 项 点 4A， 它们 位 
于 同一 个 平面 上 . 已 知人 和 BAD=/PAR=a, 其 中 @ 
<X/2， 且 QAC= 月 .延长 这 BC 及 QR 交 于 点 长 ， 艺 形 
将 位 于 直线 AK 和 直线 4 呈 相关 的 半 平 面 的 不 同位 置 上 . 
试 求 过 天 4 的 值 ， 

译 自 尽量 子 1976 年 第 6 期 


七 、 在 立体 几何 问题 中 的 图 
N. 沙 需 侈 


检查 高 等 学 校 学 生 的 书面 作业 时 ， 经 常 发 观 下列 情形 ， 
在 刃 全 习题 的 状 注 本 上 都 有 着 “好 的 图 *， 但 是 在 草稿 中 所 曾 
的 图 ， 使 人 感到 仅仅 是 一 种 “假设 ”>， 不 能 不 感到 惊奇 的 是 ， 
学 生 况 能 借助 这 样 的 图 解 题 ， 其 实 也 没有 什么 秘密 可 言 ， 好 
的 图 对 解 几何 题 有 实质 竹 的 帮助 ， 特 别 对 解 立体 几何 题 。 当 
然 ， 对 普通 学 生来 说 ， 未 必 都 能 像 & 量 子 ?3 的 作 图 者 一 样 去 作 
插图 ， 然 而 ， 如 果 解 每 个 几何 题 时 注意 作 图 的 质量 ， 那 么 ， 
到 最 后 你 就 能 学 会 作 很 不 错 的 图 ， 但 还 要 提醒 注意 ， 当 你 还 
没有 作 好 图 时 ， 暂 时 不 要 急于 解 蚌 ， 也 不 要 音 懂 作 图 的 纸 
张 、 作 图 应 用 得 实 线 ， 看 不 见 的 线 用 虚线 。 先 不 引 铺 助 线 ， 
和 扳 时 不 相信 它 在 图 中 的 必要 性 ， 立 体 几 何 问题 常常 归结 为 一 
个 或 几 个 平面 几何 问题 ， 对 每 个 这 样 的 问题 ， 都 要 作 分 外. 
许多 球 ， 作 为 法 则 将 得 不 型 表 观 ， 但 必须 指出 它们 的 中 心 ， 
它 间 直线 、 平 面 或 癌 另 外 的 球 的 切 点 .两 个 球根 切 的 事实 意 
昧 着 ， 圾 如 外 切 ， 它 们 中 心间 的 距离 等 于 半径 之 和 如果 内 
切 ， 它 们 中 心 何 的 距离 等 于 半径 之 差 . 

我 们 引入 几 个 例子 . 

河 晤 1 球 O 内 放 有 下 个 半径 为 + 的 球 这 些 球 中 的 每 
一 个 都 与 其 它 三 个 球 及 球 口 相 切 。 确 定 球 口 的 半径 ， 

解 ” 设 四 个 半径 为 + 的 球 的 中 心 是 4， 避 ，C，DD. 而 
外 面 球 的 中 心 是 O( 图 1)， 由 此 ， 这 些 球 成 两 两 外 切 的 形式 ， 
得 出 有 48CD 是 棱 长 为 2r 的 正四 面体 .所 有 这 四 个 小 球 与 
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雪 间 为 中 心 的 大 球 内 切 ， 所 以 距 离 4O，PO，CO，DOD 被 
此 相等 瑟 等 于 加 -rr， 其 中 员 
是 所 求 的 球 O0 淮 径 。 另 一 方 
面 ， 所 有 这 些 距离 都 等 于 楼 长 
为 2r 的 正 西 面体 的 外 楼 球 的 
半径 。 现 在 已 经 容易 求 出 未知 
的 半径 尺 了 (请 自己 完成 }. 


四 EE 
答 ， R=r(1+ eh 


图 1 
问题 2 正轨 面体 .AB8CD 的 楼 长 汶 # 以 楼 A4B 为 直 


径 作 球 ， 求 在 四 面体 内 与 4 为 
顶点 的 三 面 角 相 切 且 与 所 作 的 
球 相 切 的 球 的 学 径 。 

解 ” 设 吕 是 AB 的 中 点 ， 
是 已 知 球 的 中 心 ，O1 是 未 知 
球 的 中 心 ， 容 易 想象 ， 0, 位 
于 四 面体 .48CD( 图 3 ) 的 高 
AML. 

我 们 以 x 表示 球 01 的 半 
于 径 , 这 个 球 切 于 三 面 角 .4 中 ， 本 ? 
就 可 以 得 出 4O = 3x。 实 际 上 ， 内 切 于 兰 面 角 4 的 任意 球 ， 
它 的 中 心 到 顶点 4 的 距离 与 半径 之 比 是 常量 ， 我 们 考察 正四 
面体 4BCDD 中 的 内 切 球 ， 它 的 中 心 与 外 接 球 的 中 心 重 合 ， 
容易 计算 ， 正 四 面体 外 接 球 与 内 切 球 半 径 之 比 等 于 3 . 

我 位 画 和 人 AMB 的 分 图 (人 析 是 直角 )， 考 察 八 A00O,， 
就 有 
68 


OO, FF 
I 并 
A0=—， 
4 [中 
OO = 全 工艺 
对 于 中 心 在 点 0 “ 
与 0, 两 球 外 切 的 情 图 3 


枕 ， 应 取 *+” 号 。 对 于 内 切 的 情况 则 取 “ 一 ”号 (图 3 表示 内 
切 的 情况 ， 条 切 时 切 点 口 ! 应 在 A4 骨 延长 线 上 )， 

从 直 前 入 AMB 求 出 人 QO;AQO， 再 对 A 人 DA0O, 用 余弦 定 
理 , 求 *. 


管 ， V6 士 1)， 
: 问题 3 三 个 一 样 的 家 贺 锥 ， 它 们 的 底面 半径 为 7 且 等 
于 高 的 了 它们 都 在 平面 的 同一 侧 且 诚 面 都 在 平面 呈 . 


这 些 圆锥 中 ， 每 两 个 的 底面 阅 周 都 相 切 ， 求 位 于 圆锥 之 同 ， 
。 “与 所 有 三 个 贺 锥 及 与 平面 P 都 
相 霹 的 球 的 半径 ， 
为 了 解 这 个 问题 ， 我 们 藉 
助 于 下 面 两 个 引 理 (独立 证 明 
它们 ). 

”天 理 1 ”如 染 一 个 球 外 切 
于 贺 锥 的 类 面 与 它 的 底 所 在 平 
面 ， 则 贺 锥 的 轨 、 贺 锥 与 球 的 
图 4 切 点 所 在 的 母线 、 球 心 。 球 与 
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圆锥 谨 面 的 切 点 ， 都 在 垂直 于 圆锥 底面 的 平 醒 上 (名 4 >。 

在 狗 4 中 SO 是 赔 办 的 轴 ， SB 是 母线 ， 口 蚌 球 心 ， 4 
是 圆 纵 底 所 左 平 是 与 球 的 切 点 ， 人 是 球 与 图 锥 的 切 点 ， 

引 理 2 球 与 平 出 忆 的 切 点 ， 和 恰好 是 加 锥 底 曾 的 圆 旋 所 
成 的 正三 角形 中 心 . 〈 球 、 图 锥 和 平面 号、 如 原 问 题 所 设 } 

现在 图 4 就 能 解决 问题 ， 有 

AO1 = 2 8 ， BO, =r, SO,=-%r ， 

由 直角 和 人 AOB 容易 求 得 未 知 尘 径 O4. 在 这 个 三 角 形 中 ， 
蕊 知 查 角 过 48， 以 及 LOB4= -六 LA4BS 而 人 ABSH 


所 有 三 角 函 数 都 容易 计算 ， 
2 2r. 2 3 3 


[王道 ] 


问题 -4 在 半径 等 于 8 的 球面 上 有 三 个 半径 为 1 的 锅 ( 男 
心 分 别 为 Di，O:，Oa) ,它们 中 每 一 个 都 与 另外 两 个 相 切 ， 
男 有 一 个 贺 0, 准 径 小 于 包 知 图 ,并 与 三 个 已 夭 圆 在 球面 上 相 
切 ， 求 这 个 加 的 半径 ， 

我 们 在 下 面 列 举 出 解 题 中 将 灾 途 供 的 事实 .请 您 独立 证 
明 它 们 ; 。。 

《 1 )， 如果 两 个 图 放 在 球面 上 且 和 个 此 相 切 ， 则 球 心 、 这 
两 个 男 的 中 心 和 切 点 在 出 一 平面 上 .， 

《2 ). 壮 径 海 1 的 蕊 知 贺 中 心 DO ， 口 ,， 已 3 形成 正三 角 
形 ， | 
《 3 )， 所 求 周 的 中 心 在 一 直 于 平面 0100, 的 球面 淮 
径 上 . 和 
为 了 解 题 我 们 需要 图 5 和 6， 
在 图 5 市， 口 是 球 心 ，O 和 ,是 珊 个 半径 为 1 的 加 的 
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二 计 有 A 是 它们 的 切 点 ， AO0.O0= A000 =90°", 
OA=2. 


现 福 容易 求 得 ， OO! = OO, = 已 1Das = wv 3, 


oO, 8 
OO DO jy 
OO, 
OO 
OO 
由 
名 5 码 上 


在 图 6 中 ， 及 是 过 长 为 3 的 正六 DO 的 中 心 ， 这 
意味 着 ，0 1; 册 = 1 ，0. 是 所 求 加 的 中 心 。8 是 它 与 第 一 个 
阅 相 切 的 雪 点 ，BN LMO1， 线 段 六 D0 | 容易 由 和信 01BN 与 
入 DO ,NM 相似 求 得 ,所 求 的 半径 

OB= MN= MO -NO, 


_ eh 
- eT 
se -二 
HH" 1 有 


在 了 时 考 答 不 在 问题 条 件 中 出 钼 的 某 些 几何体， 例如 棱 
锥 、 平 行 六 面体 、 棱 福 等 是 有 好 处 的 . 

问题 5 三 个 相等 的 贺 柱 面 贞 两 可 雪 并 县 它们 的 轴 两 两 
互相 垂直 .如 果 每 个 亢 柱 面 的 半径 都 等 于 ”， 求 与 这 三 个 艾 
柱 面 都 相 切 的 最 小 球 的 尘 径 . 

解 ”我 们 考察 棱 长 为 2 的 立方 体 4BCDP4IBICID， 
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可 以 认为 ， 棱 .441 在 一 个 圆柱 的 铀 上 ， 棱 DC 在 另 一 个 贺 
柱 的 轴 上 ， 楼 .C1 在 第 三 个 
圆柱 的 轴 上 (图 7 )， 

我 们 先 证 明 ， 所 求 的 球 的 
中 心 与 立方 体 的 中 心 O 重 合 ， 

实际 上 ， 我 们 考察 通过 点 
如 与 已 知 圆柱 共 心 的 三 个 贺 
柱 。 则 口 是 位 于 这 所 有 三 个 图 
柱 表 和 面 上 或 肉 部 的 唯一 的 点 ， 


图 7 这 意味 着 ， 异 于 口 的 任意 后 ， 
到 三 条 直线 .44 .DC 和 了 :Ci 之 一 的 焉 离 , 比 由 恕 到 这 些 直 
线 的 距离 要 大 . 


答 ， rtv 2 一 1 

问题 6 4 个 相等 的 圆锥 (# 守 3》 有 公共 的 顶点， 每 
-- 个 都 与 其 他 两 个 相 切 ， 并 且 都 切 于 一 个 平面 。 求 这 些 曙 维 
轴 截 面 上 项 点 所 在 的 角 . 

解 ” 我 们 考察 三 棱 难 S4BC( 图 8 ), 它 的 底 夯 是 二 4CE 


2 
= 一 的 等 大人 ABC， 3， 


《4C=CB) SC 武直 于 平 
面 48C，C 在 平面 SAB 
上 的 射影 与 和 As.45 的 内 
切 圆 中 心 重合 ， 现 在 考察 
项 点 位 于 点 局 的 圆锥 ， 它 
的 底面 圆 恰 好 是 入 S.AB 
装 内 切 阅 ， 容 易 确 认 ; 这 图 8 

样 的 圆锥 将 符合 题 设 。 事实 上 。 如 果 与 棱锥 SABC 相 等 的 
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# 个 棱锥 彼此 琅 次 序 安放 ， 使 得 它们 顶点 和 量 台 于 S， 则 及 切 
于 这 些 楼 锥 的 圆锥 将 形成 满足 问题 条 件 的 系统 . 
通过 上 | 表示 圆锥 的 母线 ， 通 过 r 表示 它 的 底 因 的 半径 ， 


由 直角 ASCD 和 COD 相似 ， 求 得 SD=- .由 ACDB， 


求 得 DB=1tg-. 另 一 方面 由 人 SDB， 有 


2 tg - 
和 岂 = 门 也 .tgop =DB 
1—tg* ， 
其 中 争 是 人 S$SBD， 也 就 是 
t Pp oD r 
S22 DB 7 
Itg nm . 


所 求 角 的 一 半 的 正弦 值 等 于 比 -一 ， 这 一 比值 容易 从 方 


Iz Tr 一 
上 了 se 
r =itg 1 


确定 。 


管 2arcsina- 一- 
Tt 
bE 

1+2teg 


?3 


问题 了 光 的 射线 汶 & 角落 在 平面 镜 上 .镜子 很 麻利 的 
绕 射 线 在 镜 中 的 射影 转 B 角 ， 求 反射 的 射线 成 怎样 的 角 ， 
和 解 设 4 是 入 和 角 线 上 某 一 点 ，B 是 射线 在 镜 苏 上 的 落 点 ， 
所 ,是 .4 关于 已 知 镜 
面 的 对 称 点 ,而 4: 是 
4 关于 旋转 后 镜面 的 
对 称 点 。 力 和 CC 是 -4 
在 这 镜面 上 的 两 个 射 
影 ( 图 9)， 于 是 已 4， 
基 了 4。 是 反射 线 的 
延长 线 ， 所 求 角 和 村 于 
ABA,. 
| 在 四 面体 44， 
A;B( 图 9 ) 中 ， 品 和 CC 分 别 是 被 44, 和 44; 的 中 点 .平面 
BDC ( 演 转 后 的 镜 曾 》 算 直 于 棱 .AA4;, AB= .A.B= .A,B8, 
ABA,=20， 人 A1AAd;=8、 由 此 容易 求 出 ， 一 

da 一 24D5in 朋 一 24 有 simnsinP. 

现在 由 入 A,BA4, 我 们 可 求 得 需要 的 角 . 

答 ， 2 are sin(sin a sin DY. 

最 后 回 到 在 本 文 引入 的 狼 特 的 问题 ， 再 次 细心 地 检查 问 
题 1-7 的 解 . 首先 看 到 ， 所 有 这 些 问 题 必 定 用 非常 复 订 的 图 
形 ， 然 而 我 们 能 用 入 单 的 ， 在 某 种 尼 况 下 黄 至 是 纯 平 面 几 何 
和 髓 图 来 对待， 为 了 用 简单 图 形 来 说 明 立 体 几 何 的 问题 通常 是 
非常 困难 的 ， 必 须 县 有 很 好 的 空间 想象 力 ， 要 用 实践 并 且 只 
有 实践 才能 达到 这 一 点 ， 


图 9 


了 


练 习 二 


1 。 在 回 锥 中 放 五 个 相等 的 球 ， 其 中 四 个 在 庄 锥 的 底 
面 , 并 且 这 四 个 球 中 的 每 一 个 都 与 在 底 上 的 另 两 个 球 相 切 ,也 
”和 到 维 侧面 相 切 。 第 五 个 球 与 圆锥 侧面 及 其 余 四 个 球 相 切 . 
如 果 每 个 球 的 半径 都 是 玉 ， 求 圆 维 的 体积 . 

2 .三 个 半径 为 > 的 球 位 于 正三 楼 柱 的 下 底面 上 ， 并 且 
它们 中 每 一 个 与 其 他 两 球 以 及 棱锥 的 两 个 侧面 相 切 、 在 这 三 
个 球 上 放 第 四 个 球 ， 它 急 楼 柱 的 所 有 侧面 和 上 底 商 。 确 定 棱 
三 的 高 。 

3 。 在 正四 酚 锥 中 便 高 等 于 底 边 。 棱 锥 内 部 放 信 两 个 
2r 的 球 与 底面 和 两 个 根 邻 的 侧面 相 奶 ， 并 且 两 个 球 互相 外 
切 ， 东 这 个 楼 锥 的 侧 高 . 

4 。 两 个 相 切 的 球 ， 它 们 也 与 二 面 角 2e 的 面相 切 。 设 
4 是 一 个 球 与 二 曾 急 一 个 面 的 切 点 ，B8 是 另 一 个 球 与 二 面 角 
鸭 另 一 个 面 的 切 点 ， 癌 线段 48B 被 球面 分 成 怎样 的 比 ? 

5 .已 知 正四 棱锥 9.4BCD(S 是 质点 ) 的 底面 边 长 为 
90， 上 且 侧 楼 长 也 是 9 ， 以 口 点 为 中 心 的 球 通过 点 4， 并 且 切 
炎 SB 和 SD 于 它们 的 中 点 ， 求 补 锥 OSCD 的 体积 . 

6 ， 在 平面 PP 上 ， 有 一 个 边 长 为 a 的 正三 骨 形 ， 它 的 中 
位 线 把 它 分 为 四 个 三 着 形 ， 把 其 中 的 三 个 三 角形 作为 底 ， 作 
三 个 高 为 < 的 正 兰 楼 锥 ,〈 三 个 棱锥 都 在 平面 尸 的 一 便 )， 在 
这 三 个 楼 锥 之 向 有 一 个 球 ， 它 与 平面 局 祖 切 ， 并 且 与 三 个 楼 
锥 都 相 奶 ， 求 这 个 球 的 半径 ， 

7 ， 正 三 杰 锥 $4BC 的 侧 楼 对 底面 的 倾角 为 45"。 一 个 
球 切 底面 48C 于 点 4， 并 与 棱锥 的 内 切 球 相 切 ， 通 过 这 个 
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球 的 中 心 稻 底 面 的 高 线 召 忆 作 平面 。 求 这 个 平面 对 底面 的 笑 
角 ， 
8 。 三 个 相等 和 两 两 相 雪 的 圆柱 遂 , 它们 的 组 互相 人 改 直 . 
已 知 园 柱 面 的 半径 都 等 于 r+ ， 求 这 三 个 加 福 面 之 闻 的 最 大 的 
图 福 面 的 半径 。 
译 自 区 量子 1974 年 第 10 期 


答案 与 提示 
1 。 管 : 二 (1 +2v 2》 只: 


提示 ， 通过 圆锥 的 高 和 在 底面 上 一 个 球 的 中 心 ， 作 疗 锥 
的 截面 。 


2 。 管 ， 3 rt6+w 3 -v27+12 §). 


提示 ; 用 7 表示 出 棱柱 的 底 边 长 度 ， 并 县 求 第 4 个 球 的 
半径 。 仿 点 为 四 个 球 的 中 心 的 四 面体 的 高 线 与 第 4 个 球 的 半 
径 之 和 ， 就 是 棱柱 的 高 ， 


3 。 答 ， -Srv +v 7 ). 


提示 ， 画 通过 高 和 两 个 球 中 心 的 平面 去 巷 棱锥 的 截 线 。 

上。 答 ，1:tgsa:il。 

提示 瑟 刀 和 旦 是 球 与 二 面 角 的 前 的 第 二 个 切 点 ， 
村 和 和 NN 是 出 切 成 向 楼 引 的 全 是 。 楼 柱 A441 了 BBIN 所 有 元 
素 都 由 条 件 确 定 。 利 用 关于 球 的 割 线段 乘积 的 定理 ， 就 可 得 
到 解答 。 

so 
5 。 管 ， ea, 


?6 


提示 ; 证 有 明 点 OQ 在 4C 上 ， 


6. 管 ， 人 


提示 我 们 考察 通过 球 心 与 被 锥 的 一 个 项 点 且 恒 直 于 已 
知 三 角形 所 在 平面 的 截面 ， : 

7 。 窒 ， aretg™ SS + 

提示 如果 a 是 以 锥 的 廊 边 , R 是 已 知 球 的 半径 , ?是 所 
求 的 角 。 则 tg9 = 如。 由 于 已 知 a， 问 题 转化 为 确定 


尺 ， 为 此 需 研 究 牌 直 于 底面 且 通 过 已 知 的 内 切 球 的 中 心 的 再 
面 去 截 楼 锥 . | 

8 。 管 : rt 2 一 1)。 

提示 利用 问题 5 的 图 ， 解 与 问题 5 类 似 ， 
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八 、 正 棱锥 中 的 基本 角 


王 , 克 勃 维 奇 


业 


在 让 楼 锥 的 问题 中 研究 的 角 ， 最 经 常 遇 到 的 是 下 列 四 
种 。 例 杰 对 楼 镀 底 平面 的 颁 角 ， 例 面 对 底面 的 候 角 ， 楼 锥 顶 
点 的 睾 角 ， 接 锥 便 棱 处 的 二 面 角 ， 我 们 约定 ， 用 字母 a， 
了 和 36 分 别 表 示 上 述 这 些 角 的 量 信 。 所 有 这 些 角 ， 它 们 都 不 
在 局 一 平面 上 ， 有 了 时 也 叫做 基本 角 ,, 本 文 将 说 明 ， 已 知 基本 - 
角 中 任何 一 个 的 量 值 ， 就 能 够 确定 所 有 其 余 基本 角 的 量 值 。 
我 们 分 别 对 正四 棱 忽 、 正 三 棱 名 、 正 + 棱锥 的 情况 来 作 研 
究 。 

在 正四 棱锥 S4BCDD 中 (图 1》 SCO=ASDO=a， 
LACSD=Y, ASFO- 
= 六。 在 面 9 已 由 引 
DE TSC 并 且 连 结 点 
和 底面 项 点 是 。、 不 
难 证 上 明 ， 和 信 BEC 与 
A 人 DEC 全 等 ， 由 此 
得 出 ，BE=EDE9. 
BEC = /DFC= 


也 -， 这 样 一 来 ， 
了 BED 是 以 人 SC 沪 


图 1 转 前 二 面 角 的 平面 
前， NABED=6., 线段 口才 是 等 腰 六 BD 的 中 线 ， 罗 
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此 也 是 这 个 三 角形 的 角 平 分 线 和 高 线 ， 从 而 ， 


线段 OP 属于 平面 角 BED 和 人 SFO 所 在 平面 的 交 

线 。 一面 角 的 平面 角 所 在 的 平面 ， 秋 直 寺 一 面 角 界面 ， 因 此 
平面 BE8D 和 SFO 都 牌 直 于 平面 SCD， 因 为 垂直 于 第 三 
个 平面 的 两 个 平面 的 交 线 也 垂直 于 第 三 个 平面 (请 独立 证 
明 )。 所 忆 OPLCSCD)。 从 而 ， 和 人 0PF 和 A 人 0PD 都 是 直 


角 三 角形 , 且 LDOP= -> -. 


现在 ， 我 们 转向 公式 的 推导 ， 

我 们 将 利用 下 面 一 a 有 带 过 x 表示 正 楼 锥 的 线 
段 的 长 。 这 条 线段 或 者 包 售 在 含有 已 知 角 的 三 角形 中 ， 或 者 
包 全 在 全 有 所 来 角 的 三 角形 中 进一步 通过 x 表示 在 这 个 包 
含 示 知 角 的 三 角形 中 另 两 条 边 之 一 为 已 知 角 的 函数 ， 然后 ， 
我 们 求 未 知 角 的 函数 。 | 


tga=~ tg " C1) 
证 明 侵 SO=x， 由 入 SOF,， 我 们 有 
OF=x cte By; 
由 入 OFD, 我 们 有 OD=xvw 3tgp。，; 由 入 SOD 有 
1 
ig a -7 dep vat. 
cosa=v 3 sin?.., 《2》 


2 
证 明 设 SD=x, 由 A 人 ASDF 有 DF=x sia- 世 -。 


?9 


由 入 QFD 有 OD= WD sia 一 2 出 ASOD 有 


WA 2 sin 2 人 
cos = = 2 st 0 
洛 . 


sin c=etg 一 C37 


证 明 没 OF=x， 由 和 人 0ED 有 0D=xtg > ， 因 为 
OC=0D=xtg-; 由 EOC 有 


sina= ct。 


< 2 


我 们 建议 读者 推导 下 面 三 个 公子 


sosp-tg 了 C4 
， 一 6 - 

sin d= 2c0s5 2 。 65) 

¢os 上 :in 人 = 6» 

对 于 正三 榨 稚 ,我 我 们 写 出 类 以 的 公式 ， 而 略 去 守 们 徇 证 

明 ， 
1 
tgse=—s tgp. £72 
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cos Cr 二 污 sin- 5。 《 富 》 
sina= -大 ete- (9 
cos f= -7 cz- _ (10》 
sin B= seos 2 . ay 
cos- 一 5 sin 2 = 一. 12) 


正 "棱锥 的 公式 也 是 经 常 需要 的 ， 我 们 仍 引 入 它们 但 格 
去 证 明 ， 


tpa=tgpeos  —, 13> 
sin : 
CDs = 人 C14) 
.XT 
sin 一 站 
Si 一 ctg- 人 otg— ， C15» 
os B= tg”s~ 如 人 区 六 = (15 
二 
.cos 3 - 
sin- = 
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cos- 一 人 Si 9 
不 难看 出 公式 人 41) 一 (127 可 以 自 公 式 (13) 一 人 18) 得 外， 
如 有 果 在 后 面 一 组 公式 中 分 别 以 4 和 3 代 苦 # 的 话 。 
我 们 说 明 ， 怎 样 利用 所 得 到 的 这 些 公式 去 解 题 ， 
间 题 + 确定 正四 楼 锥 和 钓 体积 ,已 知 它 的 高 等 于 瑟 , 以 侧 
裕 浆 粮 的 二 面 角 是 以 底面 的 边 为 校 的 二 面 角 的 三 售 ， 
解 ”根据 条 件 SO= 瑟 、( 见 赂 1) 
由 入 SFO， 我 们 得 天 OF = 玉 ctg 8。 因 此 ， 
AD=2H etg pf, . 
我 们 求 棱 锥 的 体 般 ， 


= nos- 二- (18) 
nn 


FF =- E - {2 H etg BYIH = - Hcte*B. 


在 公式 ( 5 ) 中 用 角 38 代 和 平角 5， 得 到 方程 


sin B= 2 cos > sin-6- eos hf 


Ty 2 sin-f— -1=0, 


册 此 ，sin- 多 -= 2( 负 根 不 和 用 )。 由 于 etg B= 


最 后 ， 
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问题 2 在 正六 楼 锥 中 顶点 处 的 面 角 等 于 侧 棱 对 底面 之 
间 的 角 ， 求 这 个 舶 。 

解 ” 设 在 公式 (14) 中 ，5 = 8 和 =a， 我 们 得 泗 三 角 方 
程 ， 由 它 求 所 求 的 角 ， 


CDS5 Ga=2sin 2 > 2sia: 2 +2sin-~2 -~ 1= 0 


得 sin- 全 =“ 3 一 1( 负 根 ， 当 然 是 不 相干 的 )， 


因此 ， = ?arec sn 3 1. 

问题 3 在 正三 和 楼 锥 中 廊 面 内 切 圆 半径 等 于 *。 而 侧面 
所 在 平面 之 间 的 角 等 于 pg。 确定 一 个 正方 体 的 楼 长， 使 它 
的 体积 等 于 已 知 棱锥 体积 的 3 倍 。、 


解 若 s 是 诡 边 , 风 r=23, 印 a =2rv 子 。 则 


棱锥 底面 积 


= 3riv 3, 


0 3 
Sa= YS 


正三 角形 外 接 贺 的 半径 是 这 个 三 角形 内 切 贺 半径 的 之 倍 ， 即 
OB= 2r。 由 ASBO 我 们 得 到 SO=2r tg a( 图 2). 


楼 锥 体积 广 = -去 - “3rsw 3 2rtgc= 23rsw 3 tga, 
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用 x 表示 所 求 立 方 体 棱 之 长 ， 列 出 方程 
xa=w 3 :2 3a 
册 此 
x=riv Gtga, 


贡 


峰 习 亚 


1. 正四 棱 给 的 床 面 边 长 等 于 se， 相 邻 侧 面 之 间 的 和 角 等 于 a。 
求 棱锥 侧 形 面 的 面积 。 


{( 千 ， or) 


2. 求 底面 这 长 为 @， 页 点 处 的 面 角 等 于 侧 棱 对 底 天 你 的 
正三 棱锥 的 体积 。 


( 答 , 也 证 via77) 


3。 求 内 接 于 球面 的 正六 棱锥 的 相 邻 侧面 之 间 二 面 和 角 的 量 
值 。 已 知 这 个 量 人 等 于 由 球 的 中 心 对 棱锥 策 棱 的 视角 的 最 
情 ， , ” 

《 答 ， 严 一 areeosgv 91/4)) 


4. 在 正四 衬 稚 3.4BC 中 ， 由 项 点 4 引 向 侧面 SBC 和 
SCD 的 仆 线 4 工 和 41 之 各 的 夹 站 等 于 gag。 如 果 楼 长 等 
于 楼 锥 底面 边 长 的 立方 体 的 体积 等 于 v。 求 楼 贸 的 体积 。 
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Gy eos a 
5。 求 正四 村 锥 的 体积 。 如 有 果 它 的 侧 楼 等 于 /而 例 商 对 底面 
的 俩 和 角 等 于 a。 


二 te oa 
- ( 管 ， * 3(2+ tte:a) 2 ) 
6. 在 正四 棱锥 中 内 接 圆锥 的 体积 等 于 Q@。 相 邻 侧 耐 之 问 的 
二 睾 角 等 于 xs。 求 棱锥 底面 的 边 长 。 


3 120 一 2eo0s 
个 
个 : meos 9 
?7。 正三 校 锥 麻 面 边 长 等 于 aa， 侧面 之 则 的 二 面 角 等 本 a. 
计算 这 个 楼 稚 的 体积 和 和 山 表 面积 ， 


8。 正 站 棱锥 全 表面 积 等 于 S$S， 在 健 面 上 芍 蕊 点 处 的 面 角 等 
于 cz。 求 扶 锥 的 高 ， 
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9。 在 正本 楼 锥 中 相 邻 侧面 的 二 面 角 与 相对 侧面 的 二 币 角 的 
量 数 之 和 等 于 180"。 束 这 卫 闫 一面 看 的 景 数 。 
( 符 ，2 ake i ,aretg 9 2) 


10。 在 正 楼 锥 中 底面 边 长 等 二 a， 在 侧 夸 处 《〈 记 侧 棱 六 
核 》 的 二 而 角 等 于 a， 求 棱锥 的 体积 . 


nas 
- 时 
A 
一 cos(a 二 - 玫 jeos(c 一 -二 ) 
村 nn 


译 自 改作 子 风 1986 年 著 1 期。 
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九 、 四 面体 的 添加 


:水雷 金 


在 解决 几何 问题 时 ， 能 够 利用 一 种 漂亮 的 方法 ， 把 上 所 研 
究 的 几何 图 形 ， 用 另 一 种 图 形 代替 ， 从 某 秘 意义 上 说 ， 这 种 
图 形 将 更 为 有 利 ，t 比 如 说 ， 在 问题 的 条 件 中 出 现 的 三 角形 ， 
如 果 引 它 的 中 线 ， 常 把 它 延长 到 和 中 线 相等 的 距离 ， 把 这 个 
三 角形 添加 成 为 平行 四边形 会 有 好 处 的 。 在 本 文中 ,研究 
关 三 棱锥 一 一 四 面体 的 某 些 问题 ， 如 果 把 四 面体 添加 为 另外 
的 多 面体 (通常 是 平行 六 面体 ;， 有 些 问 题 就 可 能 获得 解决 。 

把 楼 锥 添加 为 平行 六 面体 的 第 一 种 方法 ,如 图 1 所 示 , 此 
处 4418D 是 所 给 的 棱 欠 ,而 平行 六 面体 的 界 匣 DCC ,DD,， 
CDBIC A1BiC,D, 过 和 棱锥 的 顶点 瑟 ， 召 ，4， 且 与 这 个 
顶点 所 对 的 侧面 平行 。 

问题 1 已 知 三 棱锥 44,BD， 其 电 楼 44,，48B 与 
AD 互相 垂直 ， 而 它们 的 
长 度 分 别 汐 a， 避 ，e。 

《1) 证 明 二 榨 锥 的 
项 点 4, 与 界面 人 A438D 
的 重心 对， 以 及 棱 纵 的 外 


贸 球 的 球 必 共 线 。 | 
(23) 试 求 校 锥 外 搁 
球 的 半径 ， 
a 我 们 把 楼 锥 AA ,BD 


添加 为 平行 六 画 体 ( 直 平 行 六 面体 ! ) 如 图 1 所 示 。 此 时 ， 楼 
中 如 


锥 的 外 接 球 ， 也 是 平行 六 面体 的 外 接 球 。 球 的 半径 等 干 平行 


六 面体 对 角 线 的 一 半 ， 即 -二 -(a +5s+c:)*+。 这 就 是 问题 
(2 》 的 解答 。 

为 了 证 明 问 题 《1 的 论断 ， 我 们 考虑 矩形 44:Cac。 
球 心 位 于 对 角 线 AC1! 上 ， 入 A1BD 的 中 线 41,01 交 对 角 线 
AC ,于 点 M， 如 果 我 们 证 胃 十 条 亲 下 = 2 ,这 将 表明 ,就 是 
各 中线 的 交点 ， 从 而 证 明了 问题 (1 ) 的 论断。 由 仿 ALC1MM 
与 A4O;M 相似 ， 得 : 


这 就 是 所 要 的 证 明 ， 

经 常 遇 到 的 将 好 面体 添加 为 平行 六 面体 的 其 他 方法 如 
下 : 过 楼 锥 的 和 拇 个 楼 作 平 而 ， 与 对 楼 平行 。 这 些 平 面 就 腿 定 
了 某 个 平行 六 面体 (图 2?， 它 
的 界 奋 的 对 角 线 是 原 四 面体 的 
棱 。 

一 个 实用 的 小 小 建议 ， 从 
描绘 平行 六 面体 开始 作 图 将 较 
为 便利 。 

问题 2 ”正四 面体 的 楼 长 
为 9g， 试 求 与 折 有 楼 都 相 切 的 
球 的 半径 。 : - - 

容易 由 图 2 得 知 ， 用 作 图 的 方法 构造 成 的 平行 六 面体 ， 
它 是 边 长 为 af 2 的 立方 体 。 这 个 立方 体 的 内 切 球 半径 即 为 
所 求 。 | 
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好 
答案 ， PE 
当 给 出 四 面体 一 个 顶点 的 面 角 时 (特别 当 它 们 全 是 直 
角 )， 第 一 各 方法 将 方便 些 。 第 二 种 方法 用 于 有 异 面 楼 的 四 
面体 问题。 
问题 3 ”四 面体 两 条 异 耐 校长 为 a。， 另 两 条 异 面 楼 长 为 


6， 还 有 两 条 接 长 为 ce， 有 一 个 球 与 四 面体 的 一 个 界面 和 其 


它 界 面 的 廷 粮 平 面相 切 ， 试 求 这 个 球 的 球 心 与 四 面体 内 切 球 
球 心 间 的 距离 。 

如 图 3，4BC 了 是 已 知 的 中 面体 ， 而 所 作 的 平行 六 面 
体 ， 是 过 四 面体 的 棱 且 为 
平行 于 对 标的 平面 所 限 
定 。 因 为 每 个 界面 的 对 角 
线 分 别 等 于 四 面体 的 对 
棱 ， 据 条 件 它们 是 相等 
的 ， 所 以 平行 六 芒 体 的 所 
有 界面 都 是 和 矩形， 从 而 这 
平行 六 面体 驶 是 直 平 行 六 
面体 . 

四 商 体 4BCDD 的 内 

图 3 切 还 的 中 心 与 平行 六 面体 

各 对 角 线 的 交点 重合 ( 试 加 以 证 明 》， 切 于 四 面体 的 界 十 
DCLB 《以 后 会 知道 。 答 案 不 依赖 于 面 的 选择 ) 和 其 他 界面 
延伸 平面 的 球 的 中 心 ， 与 平行 六 面体 的 顶点 工时 合 。 

事实 上 ， 工 与 DCB、4CB 这 两 平面 等 上 距离。 为 了 证 明 
这 一 结论 ， 考 虑 棱锥 召 ' 工 CD， 就 有 有 1847? 工 | = 475， 即 它 
与 楼 锥 BLCD 相等 ， 从 而 点 4，DD，B8/，C 在 一 个 平面 上 . 
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类 僻 地 可 证 明 ， 点 工 与 平面 DC8，ACB，ADB 剖 等 距 
离 。 
这 就 是 说 ， 问 题 中 所 求 的 距 广 ， 等 于 平行 六 而 体 对 角 线 

长 庆 的 一 尝 ，。 以 2 3 表示 平行 六 面体 的 棱 长 ， 由 钓 股 
定理 得 到 三 个 方程 组 . 

XY =0* 

y+2 =e*., 
把 它们 相 加 ， 即 得 


AL 1 rr ya 


ee 


1 Jartbiro 
2 性 机 
问题 4 四 面体 为 平面 所 截 ， 堆 面 与 两 个 异 面 的 楼 平行 
而 且 和 它们 等 距 ， 截 面 面 积 为 S$. 四 面体 异 面 楼 的 距离 为 证 . 
试 求 四 面体 的 体积 。 
设 ABCDA,BCD) 
为 过 四 面体 的 棱 ， 而 且 为 
对 棱 平 行 的 平 曾 所 限定 的 
下 行 六 面体 (图 4 )。 此 时 
四 面体 44,B8C.,D 的 体积 
Vs 等 于 平行 六 面体 体积 
VY 减 去 四 全 三 棱锥 的 体积 
《其 中 的 一 个 三 棱锥 为 
.448D)， 它 的 体积 等 


于 平行 六 面体 体积 的 -车 - 
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《为 什么 ?7)。 


1 

3 
六 面体 的 过 有 44，,，881，CC, 与 DD, 各 楼 中 点 的 截面 ,此 
时 条 件 中 谈 到 的 和 截面 的 顶点 ， 就 基 平 行 四 边 形 KLIMN 各 边 
的 中 点 ， 因 此 ， 平 行 四 边 形 KLMN 的 诈 积 等 于 25 并 等 于 
平行 六 面体 的 底 4BCD 的 面积 。 现 在 得 到 平行 六 面 体 与 四 
面体 的 体积 ， 


即 y= Sh. 


V1 Sh. 


已 知 一 个 多 面体 ， 它 的 所 有 的 项 点 洲 在 彼此 距离 为 的 
为 展 布 在 第 二 个 平面 上 的 界面 的 面积 ， 又 5. 为 与 给 定 平面 


虐 离 为 -2 的 多 面体 答 面 面积 。 对 于 多 面体 体积 ， 以 下 公式 
是 正确 的 ， 


= CS St4S 


为 了 证 明 ， 我 们 要 检验 这 个 公式 的 正确 性 。 如 有 果 多 面体 
是 任意 四 面体 ， 将 这 个 四 面体 分 割 ， 它 的 顶点 位 于 两 个 平行 
欧 平 面 上 以 及 顶点 位 于 这 些 平面 的 四 面体 上 ， 四 面体 诬 布 在 
第 一 个 平面 面积 的 和 为 S,， 又 展 布 在 第 二 个 平面 面积 的 和 
为 S*， 琵 四 面体 的 平均 截面 面积 的 和 等 于 多 面体 的 平均 截 
面 适 积 SS。 | 
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时 


作为 结束 ， 我 们 引入 例题 ， 将 四 面体 浪 加 为 平行 六 面 
体 ， 而 不 是 把 它 滞 加 为 三 棱柱 ， 这 样 就 会 更 便利 。 

问题 5 本 面体 两 个 界面 的 面积 分 别 汐 9， 它们 
之 闻 的 二 面 角 为 aq， 另 两 个 界面 历 积 为 Q1，Q@;， 它们 之 局 
的 角 为 六 试 证 

SIOi—29 .00005 0= 0 +Q: 20 .Qe00s 有 

首先 证 明 ， 如 军 三 棱 往 的 一 个 侧面 面积 等 于 富 ， 另 两 个 
侧面 其 有 面积 S,，Ss， 而 它们 之 问 的 二 面 角 为 c， 则 

SHoOm OSe0s5 0=S?, 

事实 上 上 ， 让 平面 4BC (图 5》 与 楼 柱 的 侧 楼 垂直 ， 
AC = 9。 对 于 和 仿 ABC， 由 作 弦 公式 写 出 ， 

BCls=14 有 12z+14Cl: -2|AB|:|ACleos a。 

其 次 ， 就 是 把 最 后 的 等 式 乘 以 ， 此 外 i 是 酚 柱 侧 杰 的 


图 5 图 昌 


再 转向 解 问题 5( 如 图 6)。 命 4BCD 为 已 知 的 四 面体 ， 
Saasn = 1 Saang=S 1, Danas = Sapse = Qi。 在 楼 
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AD 张 成 的 两 面 角 为 a， 在 校 BC 张 成 两 面 角 为 有 考 典 
六 ABC 为 底 的 三 棱柱 , 它 的 一 个 例 棱 为 A4D。 命 3 为 平行 四 
边 形 BB1CC 的 面积 ， 此 时 由 刚 证 明 过 的 公式 得 
AST+ 492 -BOSS a= >, 

面积 S 很 容易 通过 两 楼 BC，AD 的 长 诬 以 及 它们 的 夹 角 gg 
表达 ， 

Ss=|ADIi:|BC|l':sin gg, 

如 时 我 们 者 虚 以 入 ACD 为 底 ， 例 楼 为 BC 的 三 棱柱 ， 

则 得 - 
AQt + 40: — 8Q .Qco0s B=5:, 
由 此 得 到 问题 5 的 论 师 。 


练 习 题 


ti- 证 明 四 面体 村 长 的 平方 和 等 于 它 的 异 面 技 中 点 之 间 
下 离 的 平方 和 的 四 僧 ， . 

2. 已 知 四 面体 有 48CD， 证 明 它 的 楼 AD，8C 互相 重 
直 ， 当 且 仅 当 满 足 等 式 

1AB|? + IDCI: = 14C12 + 1DBI:. 

3。 已 知 四 面体 两 个 对 杰 长 度 为 gag， 另外 两 个 对 棱 长 为 
b， 其 余 两 个 对 楼 长 为 ce。 试 求 

《 工 ) 这 个 四 面体 的 体 称 # 

《2) 它 的 外 接 球 的 半径 。 

二 下 面体 两 小 对 校 之 长 为 Gy 1 它们 夹 角 沪 &， 勇 
两 个 对 楼 长 分 别 为 851, 它 们 的 夹 衣 为 8B， 其 余 的 了 两 个 楼 长 


为 cc;， 夹 角 为 Wa， BY 所 - 2 )。 
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C1》 证 明 数 saieos CDDieos 月 ，ceiebs 其 中 的 一 
个 等 于 另 两 个 数 的 平方 和 。 
《2) 已 知 杰 长 aa:，5ypiy， ceis 试 求 角 <c， 月 与 
了 了。 
至 自发 本 子 几 4976 年 第 1 期 
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十 、 多 面体 的 切 校 球 


风 过 茉 则 要 


设 一 个 球 切 某 个 多 面体 的 所 存 的 杰 ， 则 下 列 论 断 是 正 辜 
的 (请 自行 证 明 )， 

C1) 多 边 体 的 每 个 面 与 球 沪 交 成 一 个 与 楼 相 切 的 图 ， 
也 就 是 每 个 面 上 的 内 切 丙 ， 因 此 ， 多 面体 的 每 个 而 都 是 这 样 
的 多 过 形 ， 在 这 个 多 边 形 内 有 一 个 内 切 夯 . 

《 2) 册 球 心身 多 面体 任何 一 个 面 引 垂 绕 ， 其 垂 足 是 这 
个 面 内 切 癌 的 中 心 ， 

( 3) .过 音 完 面 内 雪 癌 巾 心 作 算 面 的 垂 线 ， 将 相交 于 一 
点 。 它 到 所 有 楼 的 距 记 相等 ， 这 一 点 是 多 面体 切 楼 球 的 中 
rs。 

《4) 由 球 心 向 多 面体 各 棱 引 的 重 线 段 ， 都 等 于 球 的 半 
径 。 ， 

现在 我 们 研究 某 些 类 型 存 定 切 楼 球 的 多 面体 。 


楼 柱 的 切 校 球 


定理 1 存在 与 楼 柱 的 所 有 楼 相 切 的 球 ， 当 且 仅 当 这 个 
棱柱 是 让 棱 柱 ， 并 且 它 的 所 有 楼 彼此 相等 ， 

证 明 ” 设 所 求 的 球 存 在 。 我 们 首先 证 明 ， 这 个 棱柱 是 喜 
棱柱 。 通过 球 的 中心 天 作 楼 柱 的 高 DOD: 天 OL 平 击 
ABC, 玉 口 ,| 平面 A1,BJCi( 图 19。 根据 福 质 (2), 点 口 
和 和 人 ;是 楼 柱 的 相等 的 底面 内 雪 回 的 中 心 、 因 此 ， 作 为 等 油 
的 淮 径 OM,=OMOM1LAB, OM A1B1)， 点 绢 ， 
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D， 肛 ， 财 :其 面 。( 通 过 站 线 00, 并 且 重 直 于 -48， 请 证 
明 1)， 从 而 ，OOJ,M 1M 是 和 矩形， 县 村 ,M 重 家 平面 ABC 
《MM O10)。 进一步， 人 入 OJM,Bil = 人 OMB (证 明 !1} 
因 下 训 ,B=MB， 即 MM1B18 是 答 形 ，B.BiMIM， 
计 1M 重 直 于 平面 4BC。 这 样 一 来 ， 棱 柱 的 侧面 都 是 算 形 。 
但 根据 性 质 ( 1 )， 这 些 面 都 有 内 切 圆 。 机 和 矩形 有 内 切 回 ， 册 
是 正方 形 ， 因 此 ， 棱 柱 的 侧面 都 是 正方 形 ， 从 而 ，AB = 
BB.= BC=..， 也 就 是 楼 柱 的 底面 是 等 边 的 多 边 形 ， 棱 柱 
在 平 厂 4BC 的 投影 为 多 边 形 4BC.…， 而 球 的 投影 是 这 个 多 | 
了 边 形 的 外 接 圆 。 若 等 边 的 多 边 
形 且 内 接 于 圆 ， 则 它 是 正 多 这 
形 。 因 此 ， 著 柱 是 正 棱 柱 。 

现在 我 们 证 了 明 ， 各 楼 都 相 
等 的 正 棱 柱 存在 着 切 楼 球 。 为 
此 必须 证 明 ， 存 在 与 这 个 棱柱 
所 有 楼 等 距 的 一 点 ， 这 样 的 点 
是 连接 两 底面 中 心 的 线段 OO: 
的 中 点 天 (图 1)。 图 于 

其 实 ， 我 们 发 觉 ， 线 段 所 M， 开 好， 站 1 (等 等 )， 作 
为 这 样 的 直角 三 角形 的 斜 边 是 相等 的 ， 直 和 角 三 角形 的 一 条 站 
角 边 等 于 关口 , 另 一 条 直角 边 是 正 多 按 形 A4BC-… 的 边 心 距 。 
击 点 疙 向 棱柱 的 备 催 楼 引 的 得 线 相 等 天 已 =O4d。 在 


AOAM 中 , 有 AM= 二 -4 且 =--1-BBin -OOi= 


KO，OM 是 边 心 距 (类 似 地 考察 其 余 的 侧 楼 )。 
这 样 一 来 ， 定 理 巴 被 证 明 、 并 且 还 证 时 了 这 个 楼 柱 切 楼 
球 的 灶 径 等 于 楼 柱 底面 外 接 辕 的 半径 。 以 这 个 论断 为 基础 ， 
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可 以 解 窟 柱 的 切 棱 球 的 问题 。 

问题 】 在 # 裕 柱 中 切 有 两 个 球 ， 一 个 切 裕 柱 的 所 肥 各 
面 ， 人 向 男 一 个 切 术 柱 的 所 有 各 楼。 这 是 一 个 上 怎样 的 楼 柱 ? 

根据 定型 1 ， 这 个 楼 柱 是 正 寝 和 柱 。 一 方面 ， 因 为 在 已 知 
楼 柱 中 有 内 切 球 ， 歼 村人 M1 = 
OM+OMI( 图 2) 另 一 方 
面 ， 因 为 存在 与 棱 往 所 有 禄 栓 
俩 的 球 ， 所 忆 MM ,= AB. 
由 此 ， OM +O1Mi=.4B, 


2 时 =。 但 


Of AB te 180”， 故 


Ey 


ctg-180 ~ 1， n= 4 。 因 此 ， 裕 柱 是 个 立方 体 . 


棱锥 的 切 和 楼 球 


问题 2 ”一 个 球 切 四 通体 所 有 的 棱 。 证 明 这 个 四 面体 对 
棱 之 和 相等 。 


设 一 个 球 切 四 面体 S4BC 
的 楼 (图 3) 于 点 MM， WN， 
乒 ， F,， P, E, 出 一 点 辐 已 
知 球 引 的 切线 相等 ， 所 以 

SM=SN=SKE (1) 

AM=AP=AF (2) 

BP= BK = BE C3) 

CN=CPF=CE Cd) 图 3 

和 式 AS + BCG，AC+BS，,，AB+tCS 中 的 每 一 个 恰好 
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包含 (C1) 一 (4 ) 组 中 的 一 个 线段 ， 因 此 ， 这 些 和 是 相等 的 。 

定理 2 如 果 与 和 裕 锥 所 有 楼 都 相 切 的 球 的 球 心 症 它 的 高 
上 ， 则 这 个 夸 锥 是 正 态 维 。 

设 球 和 的 由 心 位 于 高 30 上 (图 4)， 直 人 角 八 SKF I， 
与 人 SKF,，( 依 此 类 推 ) 有 公 
用 的 斜 边 SK 和 相等 的 直角 
边 ， 即 上 太太, = 以 玉 ,《 球 的 半 
径 )， 因 此 这 两 个 三 角形 全 等 ， 
BAFISK= /FSK. 

直角 入 4SO 与 入 BSO( 依 
竹 蓉 推 ) 具有 公用 的 直角 边 应 
SO 和 以 5S 为 顶点 且 相 等 的 锐 
角 ， 所 以 这 些 三 角形 全 等 ， 并 
BOA=0OB(= OC=:……)}. 财 
此 ， 口 是 夸 锥 底面 外 接 贺 的 中 图 4 
中 . 

根据 性 质 (2 )，O 点 巨 是 楼 锥 底面 内 四 圆 共 中 心 。 重 当 
多 边 形 的 内 甸 贺 与 外 接 图 共 心 时 ， 则 这 个 多 边 形 是 企 和 多边形 
(证明!1)， 因 此 ， 原 米 的 楼 锥 是 正 校 锥 (定理 获 证 )》。 

在 解 正 棱 锥 的 切 楼 球 的 问题 时， 利用 直角 从 玉 SF 和 
和 仿 ASO 相似 (人 ASK 公用 ，ASKF,= ASAO) 是 有 益 
的 。 

问题 3 正四 棱锥 的 育 边 等 于 a， 以 侧 楼 为 酚 的 二 再 角 
等 于 pg， 确定 与 这 个 楼 锥 所 有 棱 相 女 约 球 的 半径 . 

容易 证 明 ， 所 求 的 球 是 存在 的 ; 通过 开 表示 它 的 球 心 。 
设 ZSDC= ASCD=x( 图 5)。 我 们 引 KFLSC 和 KPL 
平面 SCD。 连结 点 矿 和 了 .由 三 敢 线 定理 得 出 ，FPJ1 SC. 
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又 因 棱 纵 是 正 的 ， 志 五 五 忆 等 于 在 校 锥 便 楼 处 的 二 面 角 的 平 


面 角 的 一 半 ， 即 9-。 我 


们 将 发 觉 ， 扩 请 是 核 锥 切 
棱 球 的 半径 ， 而 忆 是 侧面 
SDC 的 内 切 圆 的 中心 ， 

因 响 PD 是 人 SDC 的 让 


分 线 ，L 人 PDM =， 
PM=PP, A 入 PDM 


. 和 入 到 PF 求 得 ， 
图 5 
Ea 
如 二 名 一 站 一 
PM = Stg 3 , KF=— = 
Cos— ~ 2cos 一 


现在 我 们 导 找 角 yp 和 x 之 间 的 联系 ,为 此 ， 考察 直角 
AOND MADNG: 


DN = oD _. DN = DO sin %. 
s1 卫 一 一 -一 
2 
由 此 ， OD= DC sin xsin®-, sinx= ~ 2.. 
2sia- 多 


2 


现在 求 tt-3- (考虑 到 不 等 式 0 <x<-3-)， 得 到 解答 


性 


于 下 = 一 一 一 一 一 一 一 ， 
2sing+260s% 一 sosg9 
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问题 4 求 包含 在 两 个 球 之 间 的 棱 长 为 a 的 正四 面体 的 
部 分 的 体积 ， 其 中 一 个 球 切 这 四 面体 的 所 有 的 面 ， 吨 一 个 球 
切 这 四 面体 的 所 有 的 楼 . 
我 们 通过 v 表示 所 求 的 体积 ， 则 
U=UL— ds ys, 
其 中 ， 2 是 半径 为 总 与 四 曾 体 所 在 祝 相 切 的 球 的 体 积 , oa 是 
由 四 面体 的 一 个 面 截 这 个 球 所 得 球 缺 的 体积 。ps 是 半径 为 
的 四 面体 内 切 球 的 体积 ， 
我 们 发 现 , 如 果 一 个 球 是 立方 体 的 内 切 球 , 则 它 切 立方 体 
面 的 对 角 线 形成 一 个 正四 面体 的 所 有 前 杆 ( 图 6 )。 如 果 立 方 


体 界面 的 对 角 线 等 于 o, 则 它 一 个 枝 等 于 -了 ,而 立方 体内 切 
球 的 举 径 等 于 这 个 校 的 一 学 ， 


图 6 图 7 


现在 由 入 天 号 (图 了) 我 们 求 下 面体 的 办 切 球 的 半径 ，， 
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vv 
球 缺 的 商 ; k=R—r= 4 12 


a(8VB-vV6) 
2 “ 
用 所 求 的 六， -和 站 的 值 代入 表达 式 中 ， 


天 d 
a 2 8 ， 


-Ur - xR: dr 一 
化 入 后 得 到 


4 = i na 6 gv 2). 


正 楼 台 的 切 楼 球 


如 时 一 个 球 切 正 楼 全 的 所 有 的 楼 ， 则 作为 由 论断 ( 1 > 一 
《4 ) 得 出 ， 这 个 球 的 中 心 在 连接 廊 面 出 心 O，O 的 棱锥 的 
高 上 。 球 切 锥 的 底面 的 核 于 它们 的 由 点 对 ， 财 :， …( 图 8)， 
同时 ，QO,M ,LM 是 梯形 ，QO11LOM， 由 球 的 中 心 下 向 伪 
面 引 垂 线 ， 例 高 可 订 , 的 中 点 与 重合， 这 个 作 图 和 定理 2 
(对 棱 台 的 应 用 》 成 为 解 楼 全 的 切 楼 球 的 间 题 的 依据 ， 

问题 5 首 正 4 楼 全 中 有 内 切 球 。 已 知 存 在 着 切 这 个 楼 
台所 有 棱 的 切 棱 球 ， 求 n。 

我 们 考察 梯形 COJMIM (图 中 ， 记 及 入 计 OB 和 
入 M ,O01.B,， 我 们 有 六 1 = MO + M1Q.( 作 为 楼 台 内 切 球 
的 两 条 切线 段 )。BB, = BM + BB,M1( 作 为 对 楼 台 切 楼 球 的 


102 


两 条 切线 段 )， 


MO= BM ctg 1, 


MOD, = BM otgl ee 


伍 夺 性 | 二 B88,{ 为 什么 * ，， 


180° 180" 
训 ctg— < 1 3 mn 


180° 
一 4， 因此 n=3。 


问题 6 如果 正四 楼 台 的 底 边 分 别 等 于 4em 和 2 em。 
求 与 这 个 棱 人 台所 有 楼 都 相 切 的 球 的 中 心 到 侧面 的 距离 是 多 
少 ? - 
我 们 考察 梯形 OO， 
MM (图 9),， OM=2 
(em), OM =1(em), 
作为 楼 台 切 楼 球 的 半径 ， 
KM=KM,, 正如 在 前 
个 问题 中 那样 ， 
CC =CM+ CM, 


= 8 (em), 
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梯形 OO MM 的 高 ， 
OO.= MN= MM CMO-MODNY 
= 7 (om), 
用 x 表示 OK 的 长 * 则 
OK=v 7 -x KM,=v OR:+OM 
= (V7 x41, 


KM=v xr+23 .但 KK 及 ,KM 得 到 关于 x 的 方 


程 ， 解 得 : x = 过 


一 
-| 


剩 下 求 KM = 和 -4- 十 4 


和 K P= 并 村 :一 万 同一 (em)。 


汇 习 晤 


1。 一 个 球 与 立方 体 的 所 有 的 楼 析 切 。 如 果 立 方 体 榨 长 
等 于 1cm， 求 在 立方 体内 部 球面 的 面积 ， 

2. 一 个 球 切 立 方 体 所 有 棱 。 如 归 立 方 体 棱 长 是 q， 求 
立方 体 与 球 公共 部 分 的 体积 ， 

3。 在 正四 楼 锥 中 ， 侧 楼 同 底面 所 形成 的 角 等 于 45"， 
与 所 有 楼 都 相 切 的 球 的 球 心 在 何 处 ? 

4- 半径 为 RR 的 球 与 正四 面体 的 每 条 楼 相 切 ， 求 它们 
公共 郭 分 的 体积 。 
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5。 学 径 为 * 的 球 与 三 棱锥 的 所 有 棱 相 切 ， 球 心 在 棱 猴 
内 部 。 它 在 高 线 上 距 顶 点 7r v3 处。 证明 这 棱锥 是 正 棱锥 ， 

6- 正三 棱锥 的 底 边 等 村 a， 楼 锥 的 侧 楼 等 于 5。 求 与 
棱锥 折 有 楼 都 家 切 的 球 的 半径 ，。 

7。 正 ”楼 锥 的 侧 楼 同 底 面 成 a 角 。 如 时 楼 锥 底面 边 长 
等 于 4， 与 柑 锥 所 有 楼 都 和 相 切 的 球 的 球 心 到 详 面 的 距离 是 名 
少 ? 

译 自 尽量 子 风 1974 年 第 12 期 
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十 一 、 多 面体 的 截面 


也 .所 维 洛 夫 


本 文选 择 了 十 个 关于 截面 的 问题 。 首 机 的 目的 是 将 多 面 
体 堆 面 的 作法 系统 化 .这 里 选择 有 关 的 方法 及 习题 ,都 以 建立 
相交 及 平行 投影 为 基础 .有关 垂 直 的 方法 ,将 另 有 专文 介绍 

1. 问题 的 提出 

当 证 明定 理 及 解 立体 几何 问题 时 ， 我 们 利用 图 ， 对 位 于 
空间 的 平面 图 形 进行 描绘 ， 

“在 立体 几何 中 ， 
图 形 的 映射 〈 原 象 ) 
是 指 任意 了 图形 。 它 
与 所 给 图 形 相 某 个 
平面 上 的 平行 投影 相 
似 ?*#， 

因此 ， 为 了 建立 
映射 ， 应 当 考 虑 平行 
投影 的 人 性质， 其 中 特 
a 

1"， 点 映射 为 
所 多 

2*， 肖 线 岗 射 为 


图 1 


* ”我 们 假定 ， 投 影 方 向 不 与 平行 四 边 形 的 平 询 平 行 . 
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直线 

3*， 平 行 的 直线 映射 为 平行 的 直线 ; 

4"， 如 果 点 MM 位 于 线段 .4B 上 ， 周 点 H 的 上映 象 在 线段 
AB 的 映 得 上 ， 并 将 线段 的 映 象 分 割 所 成 的 比 与 分割 线 段 
4 召 所 成 的 比 相同 . 

在 性 质 3" 一 4 中 假定 , 投影 的 方向 不 与 投影 直线 及 投影 
的 线段 方 商 相合 . 

我 们 发 现 ， 在 平行 投影 下 ， 一 般 不 保持 线段 的 长 度 及 角 
度 的 值 . 

由 这 些 性 质 得 出 ， 人 例如， 平行 四 边 形 总 是 映射 为 平行 四 
边 形 ， 而 正方 形 〈 装 形 ， 直 和 角 三 角形 ) 不 一 定 映射 为 正方 形 
《 蒜 形 、 直 角 三 角形 )。 其 次 ， 中 线 歇 射 为 中 线 ， 而 分 角 线 
【高 》 不 一 定 映射 为 分 和 角 线 (高 )。 重 心 映 射 为 重心 ， 但 垂 心 
《高 线 的 交点 ) 通常 不 映射 为 重心 . 

我 们 的 基本 问题 就 是 建立 多 诅 体 的 截面 ， 即 建立 这 两 个 
集合 的 交 。 同 时 通常 多 面体 的 映 象 被 认为 是 已 知 的 。 而 截 
面 是 由 三 个 点 在 上 映 象 上 给 出 (有 时 是 直线 及 点 )、 像 通常 在 六 
何 作 图 中 一 样 ,只 能 用 站 尺 和 圆规 ， 如 果 找 到 了 截面 与 多 面 
体 的 侧面 相交 的 所 有 的 线段 ， 问 题 就 认为 被 解决 

很 设 已 知 某 些 图 形 的 映射 ( 平 证 。 直 线 、 多 面体 )， 就 要 
求 在 其 中 找到 有 关 原 来 图 形 确 定 象 点 的 某 些 几何 对 象 (点 、 
线段 、 多 边 形 ) 的 映 象 ， 这 就 是 我 们 要 考虑 的 问题 . 

2。 辅助 性 的 问题 

首先 转 旬 问题 的 基本 方面 ， 考 虑 对 于 确定 相交 直线 及 平 
面 的 某 些 辅助 方法 . 

1 ， 两 个 相交 直线 的 交 容 易 找到 。 图 中 的 交点 也 就 是 它 
， 们 在 空间 中 交点 的 描绘 。 但是， 要 当心 ! 这 只 是 假定 实际 上 
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直线 相交 才 是 对 的 ， 《空间 的 直线 ， 通 常 是 异 面 的 !》 不 要 犯 
错误 (图 2 )， 

区 。 定 线 AB 太平 面 & 的 
交 并 不 复杂 ， 如 果 已 知 点 4、 
如 在 9 上 的 平行 投影 A 如,， 
在 图 由 的 作法 是 清楚 的 (图 3). 


图 2 “图 了 


下 。 通 过 成 4， 召 分 别 引 两 条 相交 的 直线 ， 当 它 与 平 窗 
2 的 交 氮 扫 !;， 如 ,给 出 时 (图 4 )， 直 线 48 与 平面 洋 的 交 在 
这 种 情形 下 是 容易 找到 的 ， 

. 恕 果 给 出 点 4， 妃 ， 慷 在 平面 e 上 的 平行 投影 41， 
如 |,，C 1 两 个 平面 4 与 ABC 的 交 在 这 种 情形 是 容易 找到 
的 ， 试 独立 探求 它 的 作法 (图 5 ). 

关于 建 并 两 个 已 知 平面 48C 与 & 的 交 的 作法 ， 能 够 指 

出 许多 的 不 同情 形 . 

我 们 限定 两 种 情形 ， 读 者 可 按 图 6 及 图 7 独立 挑选 . 

3. 根据 三 个 已 知 拟 作 截 面 

这 里 系统 地 应 用 前 节 中 叙述 的 方法 . 读者 可 按 动 画 系列 
片 样式 独立 地 进行 探求 ， 
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址 二 


J 
图 4 


由 
Em 


| 
BA 


图 了 


他 


i109 


YY .由 三 点 有 44，B， 人 给 出 的 平行 六 匹 体 的 截面 《如 图 
8，a-f)， 此 处 应 作 点 4，B， 人 平行 于 侧 杰 的 投影 有 41， 
Bl， C1( 图 8，b)， 运 用 问题 TI， 作 尺 1 (图 8，c》 并 寻 
找 气 *， 然 后 取 新 的 投影 方向 (图 8，d)， 求 点 未 《再 用 辣 
题 I)， 并 且 应 用 问题 ] 寻找 点 蔗 。 及 让 s( 国 8，e). 
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和 10 


旭 ， 三 棱锥 的 截面 4BC 如 图 9ere 所 示 ， 此 处 再 次 应 
用 问题 开 . 


全 。 三 楼 柱 的 截面 4BC 如 图 10a-d 所 示 . 此 处 应 用 半 
题 工 及 问题 工 . 
” ”4.。 平行 的 直线 与 平面 
除了 从 前 研究 过 的 方法 以 外 ， 还 经 常用 到 两 个 关于 平行 
平 硬 的 定理 ; 
《TI 》 两 个 平行 平面 为 第 三 个 平面 所 截 ， 形 成 一 对 平行 
二 线 ， 
《了 》 平 行 于 直线 的 两 个 平面 ， 它 们 的 交 是 平行 于 I 
的 直线 ， 
! 春 . 过 给 定点 局 ， 品 平行 于 楼 48 的 三 棱锥 截面 的 作 
法 ， 如 图 119-e 所 示 。 此 处 点 二 2， 拓 :是 作为 过 点 天 1 引 | 
的 平行 于 4 好 的 直线 与 对 应 界面 的 安 点 而 得 到 的 ( 见 定理 工 ),* 
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建议 读者 解决 当 点 革 ,， 六 不 是 在 楼 上 而 是 在 它们 的 延长 线 
上 的 情形 . 

也。 用 过 高 线 4， 上 的 点 时 ,平行 于 办 面 4C 忆 的 平面 
5 截 四 面体 ， 如 图 12 a-d 所 未 .此 处 两 次 用 到 定理 Ti: 


图 12 


aoajf ACD> As AB, 
及 af CACDyY-> XX CD, 
义 。 用 过 点 人 平行 于 异 面 楼 AD 与 BC 的 平价 去 截 四 
面体 4BCD， 如 图 13c-e 所 示 。 此 处 两 次 用 到 定理 下 
af AD SCAADI I AD> MX AD, Ea BC, XX 


本文 用 CABC) 专 示 平面 40C. 
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(BCD) fF BC>X,X, BC. 

5。 第 为 转 难 芍 问 题 

开 。 证明， 不 平行 于 已 铬 平面 的 已 知 线段 ， 可 以 在 已 知 
平面 上 平行 投影 为 任意 长 的 线段 . 

到 . 己 知 角 的 值 ， 可 以 平行 投影 于 已 知 平面 上 什么 角 的 
值 ? 

值 . 斌 证， 如 果 对 于 平面 图 形 中 三 个 不 在 一 条 直线 上 的 
点 已 知 它们 的 肌 象 , 则 这 个 图 形 上 的 所 有 点 的 肌 象 完全 确定 . 

XIV， 证 明 给 定 的 三 角形 芍 映 象 可 以 是 任意 的 三 角形 *. 

XY。， 试 证 四 边 形 的 映 象 可 以 是 任意 的 四 边 形 ， 其 中 对 
角 绑 的 交点 ， 分 对 角 线 所 成 的 比例 保持 不 变 ， 

XVI，。 试 证 四 作 体 的 上 映射 是 任意 对 角 线 交叉 的 四 边 形 . 

XVII。 一 个 大 的 立方 体 由 车 干 个 小 的 立方 体 组 成 ， 它 
介 具 有 共同 的 顶点 ， 而 且 它 们 的 面 平行 ， 试 由 已 知 三 点 构造 
所 得 图 形 的 截面 ， 使 得 

所 有 的 三 个 点 位 于 三 个 小 立方 体 的 异 面 楼 上 ， 

所 有 的 三 个 点 位 村 大 立方 体 的 三 个 不同 的 面 上 3 

一 点 位 于 小 立方 体 的 上 底面 ， 而 另外 两 点 位 于 类 立方 体 
的 不 同 的 棱 上 ， 

译 自 区 量子 1979 年 第 1 期 


+ 广 意 ， 嗅 射 的 长 得 二 起 作用 (和 参 置 第 一 节 )1， 困 此 “" 任 章 的 三 角形 * 夫 示 
“具有 模 似 唯 确 程式 的 任意 三 角形 ”. 
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十 二 、 在 构 染 里 的 圆锥 


HH. 训 过 维 坷 


在 仍 圆 链 的 组 合 问 题 时 ， 有 有 时 难于 想象 它们 在 室 向 的 位 
- 置 . 如 有 果断 定 考 察 的 圆锥 在 “构架 ”中 《多 面体 的 楼 形成 的 
加 形 )， 则 简化 了 贺 锥 的 空间 的 认识 ， 这 时 问题 的 对 象 变 得 
更 加 “显著 ”>， 并 且 解 题 简单 和 而 迅速 ， 这 对 于 学 生来 说 特别 重 


村 首先 我 们 证 明 一 个 定理 . 


定理 ”全 绕 着 轴 鹤 面 的 项 角 小 于 zx/3 的 加 对 可 以 外 切 一 
个 棱锥 ， 这 以 镍 的 底面 是 个 等 腰 三 角形 ， 而 通过 这 个 三 角形 
顶点 引 [的 全 楼 王 直 于 相对 的 侧面 , 

证 明 在 圆 竹 中 作 侍 意 铀 截面 4 号 图 1).， 在 太 锥 的 
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诺 乎 下 上 引 切 线 专 切 贺 锥 的 底 
于 感 如 .在 轴 截 面 43 避 中 ， 
过 点 汪 作 母线 2 了 的 重 线 ， 丰 
到 同 BA 的 延长 线 交 于 点 C， 


平面 上 的 角 A 人 SB<-， 点 


妇 在 癌 谁 外 (在 总 如 延长 线 
上 上 )》。 现 在 由 点 己 对 圆锥 序 图 
引 切 线 直 到 同 直 线 和 人 交 于 点 万 
生 (ME， 玉 是 切 点 )， 

通过 相交 的 家 线 CZ 和 
Cs, CD 和 CS, SB 和 DE 
作 平 面 得 到 围绕 圆锥 的 外 切 棱 


锥 SCDE*. 大 为 在 三 角形 CDE 中 高 线 C8 也 是 角 平 分 
线 ， 则 这 个 三 角形 是 等 腰 三 角形 ， 容 届 证 明 ， 界面 人 SDE 也 
是 等 腰 三 角形 (15 号 | = [SDI). 

因此 ， 我 们 作 的 楼 锥 SCDE 是 所 求 的 棱锥 . 这 样 的 楼 
锥 我 们 药 定 叫做 已 知 圆锥 的 构架 ， 容 易 证 明 ， 合 同 的 贺 维 的 
构架 楼 锥 十 合同 的 . 

现在 我 们 转向 问题 . 

例 1 两 个 合 司 的 直 贺 锥 具有 公共 顶点 人 S， 高 线 为 有 ， 
底 半 径 为 尽 CR < 月 )， 彼 此 相 切 并 与 平面 卫 相 切 ， 设 【是 两 
圆锥 的 底 平 面相 交 的 直线 ， 订 算 直 线 ! 与 平面 局 之 间 的 角 ， 

由 关系 式 玉 < 让 得 出， 在 圆锥 轴 截 面 项 点 处 的 角 的 值 小 


于 一 一。 围绕 每 个 圆锥 画 出 构架 棱锥 ， 使 得 它们 具有 公共 的 


界面 ( 见 图 2). SB 是 底 的 公共 边 ，2ZS 是 棱 锥 的 公共 高 
侧 楼 ZE 在 直线 1 上 ， 沿 
着 它 与 融 锥 的 底面 相交 ， 
因此 ， 所 给 问题 的 解 归结 
为 确定 集 ZBS 

由 加 淮 的 合 间 性 得 
出 ， 它 们 的 底 切 楼 28 于 
周一 点 五 ， 所 以 3 五 是 公 
共和 母线 . 很 清楚， ZBL 
SF， 央 此 ， 三 角形 ZFS 
是 直角 三 角形 ,三 角形 


<。 我 们 应 作 如 下 王 解 ， 如 果 棱 锥 的 底 外 切 团 锥 的 底 加 ， 而 楼 久 的 顶点 与 
圆锥 的 顶 真 重合， 这 样 的 楼 锥 岂 仇 图 绕 四 锥 的 外 切 接 锥 . 
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SOE 出 是 直角 三 角形 。 因 为 SO 是 贸 锥 的 离线 设 <2B35 
= PP， 则 了 ZSF =wm， 我 们 有 | 
OF = ER, SO= hs 


cos p= 7 {由 和信 ZHSD . 
但 作为 母线 ，FS = 五 3 由 


cos p= Fo =etgLSEZ. 志和 信 SOF., 
tg LS EL ctgLSEO= 中- 。 这 衬 一 来 ， 
四 
Cos P= Fp 


的 =Arc COs- 加 . 


注释 ， 如 果 假 设 人 人 ZEBS= 户 ， 则 由 这 个 同 题 的 解 我 们 
得 到 下 面 关系 式 : 
cosgp=etgp 、 (水 了 
今后 我 们 将 利用 这 个 关系 式 . 
例 2 两 个 合同 的 回 锥 具有 公共 顶点 并 且 沿 着 一 条 和 母线 


相 切 ， 员 锥 轴 截 面 顶 角 的 值 等 于 2c<<-2-， 求 与 圆锥 相 切 
但 不 通过 它们 的 公共 母线 的 两 个 平面 之 闻 二 面 角 的 值 ， 
我 们 注意 ， 条 件 24< 一 一 不 是 偶然 给 出 的 ， 否 则 问题 


没有 解 ( 独 立 证 明 这 一 态 ); 
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我 们 围绕 每 个 圆锥 画 攀 架 楼 锥 ， 
这 两 个 圆锥 神 切 (图 3}. 棱锥 
的 高 ZO 和 ZIO 在 通过 已 知 
辕 锥 的 公共 顶点 OQ， 垂直 于 构 
架 棱 锥 的 公共 底面 ODC 的 一 
条 直线 上 .界面 ZCO 与 2， 
CO 在 通过 ZZ, 作 的 一 张 平 
面 上 。 类似 地 ， 界 面 ZDO 与 
Z1DO 地 共 面 . 两 个 圆锥 沿 
着 母线 OA4 得 切 并 且 与 二 面 
角 ZZ 的 两 个 界面 ZCZ, 和 
ZDZ, 相 切 。 我 们 得 到 了 两 个 
圆锥 及 在 问题 条 件 中 指 册 的 平 
面 的 位 置 ， 根据 条 件 AOB = m， 要求 的 是 平面 ZCZ， 和 
ZD2Z 形成 的 二 面 角 的 值 ， 也 就 是 CO 的 和 值 ， 我 们 设 


AOC- gp, 则 AhCO =“. 


进一步 容易 察觉 直角 人 和信 OAC 与 
OEC 全 等 。 所 以 


ECO- 人 ACO= -3 一 9%。 内 关系 艾 ( 水 ) ( 见 上 是 
注释 ) 推出 
cos{ 一- zj=etgf- 一 全 ) 或 者 sinw=tga. 


这 意味 着 
COD=2are sin te &, 
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例 3 在 平面 上 放 有 三 个 合同 的 具有 公共 顶点 的 圆锥 ， 

它们 中 每 一 个 都 切 于 另外 两 个 。 求 这 些 阅 锥 之 一 的 轴 截 面 的 
”项 角 . 

不 难 想 象 ， 如 果 围 绕 
已 知 圆锥 每 一 个 画 构 哥 
楼 锥 ， 则 得 到 正三 楼 锥 
ZABC， 在 它 里 面 * 内 切 ” 
有 三 个 已 知 的 圆锥 ， 它 4] 
区 公共 顶点 在 棱 欠 的 底面 
中 心 ， 而 网 锥 的 底面 是 楼 ， 
锥 侧面 的 内 切 较 (图 4 ， 
对 于 问题 的 解 ， 只 考虑 已 
到 1 知 的 圆锥 中 的 一 个 就 足够 


了 )》. 
因为 楼 锥 ZABC 是 正 棱角 ， 则 


/DCO= 一 . 
正如 前 面 指 出 过 的 ， 
tgL DOO,=eos /DCO=Y ,3 
这 畔 一 来 ， 所 求 的 角 等 于 
2 arc tig. 


例 4 六 个 合同 的 圆锥 共有 共同 的 顶点， 同时 每 个 圆锥 
都 与 另外 四 人 外 圆锥 各 有 -一 条 公共 的 切线 ， 求 六 个 圆锥 体积 的 
总 和 对 与 所 有 圆锥 底面 都 相 切 的 球 的 体积 之 比 ， 
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为 了 解 这 个 问题 ， 作 为 构架 ， 我 们 选择 立方 体 。 圆锥 的 
公共 顶点 处 于 立方 体 的 中 心 ， 圆 锥 的 底面 内 切 于 立方 体 的 界 
面 《图 5 ， 只 画 出 了 图 锥 中 的 一 个 )， 这 时 ， 六 个 圆 稚 的 每 
一 个 都 同 另外 四 个 圆锥 有 着 公 切 线 ， 而 切 每 个 贺 锥 底面 的 球 
是 这 个 立方 体 的 内 切 球 ， 设 立方 体 校 长 等 于 4， 则 一 个 图 锥 
的 体积 


1 ， 
Vg 7 


而 六 个 画 维 体积 等 于 ze-， 妹 的 体积 等 于 ， 内 此 求 出 所 
求 的 比值 ， 它 等 于 3:2. 


练 可 题 


1 。 两 个 直 圆 锥 ， 每 一 个 的 轴 截 面 都 是 边 长 为 go 的 等 边 
三 角形 ， 两 个 圆锥 躺 放 在 水 平平 而 上 相 切 且 具 有 公 兴 的 顶 
上 后 。 求 这 两 个 圆锥 底面 的 切 点 离 平面 的 高 麻 ? 
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2 。 四 个 相等 的 圆锥 其 有 公共 顶点 ， 间 时 每 个 贺 锥 者 与 
另外 三 个 有 一 条 公共 的 母线 ， 求 圆锥 体积 总 和 对 与 园 难 底面 
硼 切 的 球 的 体积 之 比 . 

3 。 在 平面 上 语 放 有 + 个 合同 的 直 加 锥 ， 它 们 上 其 有 公共 
的 顶点 也 是 这 平面 上 的 一 点 ， 每 个 辐 锥 都 与 另外 两 个 轩 鹤 相 
切 ， 求 园 欠 所 截 面 硕 角 的 值 ， 

译 自 《本子 风 1977 年 第 2 斯 
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十 三 、 哪 一 点 是 息 足 ? 


:梅里 尼 柯 


解决 立体 几何 向 题 ， 应 当 学 会 正确 地 确定 出 现在 图 形 中 
元 素 的 相互 位 置 。 许 多 错误 可 能 是 在 解决 有 关 表 示 校 锥 (或 
楼 柱 ) 的 高 时 出 现 的 ， 垂 足 在 谋面 的 位 置 不 对 ， 是 由 于 错误 
地 定义 例 楼 对 底面 倾 插 的 和 角度， 构造 二 面 角 的 平面 角 等 等 ， 

以 下 百出 的 习题 及 例 着 ， 将 向 我 们 指明 在 解决 立体 几何 
中 的 何 题 时 ， 记 避免 类 似 的 错误 .为 此 在 本 文 的 开头 ， 我 
们 对 三 个 问题 给 出 各 种 情形 的 答案 。 当 然 ， 对 正确 答案 的 推 
测 ， 应 当 有 所 依据 ， 和 配备 这 些 习 题 ， 就 容易 解决 选 自 入 学 考 
试 试题 的 实例 ， | 

问题 1 楼 锥 SABC 高 的 三 足 是 平面 4BC 上 怎样 的 
点 ， 旭 果 ， 

1 .它们 的 侧 棱 相等 

E 。 侧 裕 与 底面 组 成 的 角 相 等 ， 
。 侧 画 与 底面 形成 的 角 相 等 ; 
， 在 顶点 S 的 面前 为 直角 ; 
， 两 条 对 楼 互相 强直 
. 倒 楼 被 此 相等 ， 而 且 
LASB= /ASC=60°", /BSC= 90°; 
HH. LACB=90°, AC LBS, 


如 二 


便 . SO =- (SA+SB+SC)? 


可 能 的 答案 ， 
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站 
全 


入 ABC 中 线 的 交点 

它 的 高 线 的 交 操 : 

入 ABC 的 外 接 圆 圆心 ， 

和 从 ABC 的 内 切 圆 圆心 3 

入 ABC 的 内 切 圆 图 店 ， 或 它 的 旁 切 贺 骨 心 3 
如 CC 的 中 丰 

直线 BC 上 的 点 ， 


对 于 解 题 ， 经 常 要 在 本 质 上 确定 哪 一 点 是 棱锥 的 重 尼 ， 
或 位 于 它 外 面 的 恒 尽 ， 
问题 2 棱锥 S4BC 的 侧枝 与 底面 所 成 的 角 外 此 相 
等 ， 在 什么 充分 条 件 下 ,楼 锥 的 高 SO 的 疏 思 属于 A4BC? 
可 能 的 答案 ， 


1 
2 
3. 
4 
5 。 


入 48C 一 一 等 睫 的 ， 

和 4480 一 一 等 边 三 角形 ; 

人 4BC 一 一 直角 三 角形 或 镜 角 三 角形 
六 4PBC 一 一 钝 角 三 角形 

这 些 情 形 之 一 . 


问题 8 梯形 4BCD 位 于 棱锥 S_4BCD 的 座 加 BC 
AD，BC<AD)。. 棱锥 的 侧 棱 徙 此 祖 等 ， 在 什么 充分 条 件 
下 ， 棱 维 的 高 SO 的 垂 足 落 在 梯形 ABCD 2 
可 能 的 答案， 


1. 


2 
3 
4， 
5 


车 ABD<<90°s 
著 人 ABD>90* 3 
若 (8D,、 CA) 00 
若 (BA, CD)>90°; 
以 上 情形 都 不 成 并. 


以 下 由 入 学 考试 题 中 ， 选 择 其 有 特色 的 两 个 例题 ， 
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放电 


例 1 三 楼 锥 的 侧 楼 具有 相同 的 长 度 1 .在 棱锥 顶点 的 
两 个 面 角 为 a， 而 第 三 个 面 角 为 B， 试 求 楼 难 的 体积 . 

解 令 SABC 是 已 知 的 棱锥 、 人 ASB= B86， 人 ASC= 
人 BSC =a， 由 问题 的 条 件 ， 我 们 求 得 ， 

‘(AASCEABSO > AC BC), 
高 $ 吕 的 垂 足 口 为 人 4BC 的 外 接 贺 心 (问题 1，I). 可 能 
有 三 种 情形 (参看 问题 2 )， 

1 ，4C 量 <90? 一 一 委 足 位 于 A4BC 内 (图 1); 

.人 AC8B=90° 一 一 垂 足 是 线段 48 的 中 点 (图 2)3 


图 1 图 2 


和 。 一 90 一 -一重 
足 在 人 ABC( 图 3) 的 外 部 ， 命 3 


也 表 示 线 段 4B8B 的 中 点 ， 
情形 1， 由 问题 条 件 ， 得。 ， 
AB= 21 stn 


SD= [eos-h 
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4C=BC-21sin- 3 


CD = dl?sin?— — sin. 4 


命 上 OD=x， 由 入 SOD 


SO = jcos’ — XT 由 A 人 六 CSDO 
SO:=1:— (CD- x): 


=J 1+2lieos ao— 1200s1-8- 


~ x axl 1 一 2c05S teos? 6 3 


GOsz 5 一 心 总 3 好 


x = 一 一 一 ) 
V 1- 2eos 抽 


1 一 22os at+ 二 


Veos: 二 一 全 DSS 


NA La peos a + eos 3 


124 


(C1) 
注 由 人 ASB 过 ASC+ ABSC， 有 不 等 式 8<2a 成 
立 ， 且 根 呈 内 的 表达 式 是 正 的 。 但 在 解 管 中 对 于 研究 表达 式 
的 定义 域 椒 作 玻 求 . 
情形 王 ， 和 存在 这 种 情形 ， 当 生 仅 当 


sin -全 一 Vasin— ‘2) 
事实 上 ， 如 录 C =90*, CD= AD=lsin§. -9 
2 
CD= AC~ 7 = Vl sin-g (图 2). 相反 地， 如 


- 有 ， 三 
sin 9 = 2 sin ， 由 


CD= | 1— 2eos e+ cos* hb 


= IV 2- 2eos a sins t. 
2 
=w ol V TI 一 sosc 一 sin*- 3 


.21 V sin -ea =w 91 sin 一 5 
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因此 cos ACD 


_COD v2 
~ AC 3 
由 陛 ACD=45°", /C= 90°. 


车 sin -hb— = Esine, 则 


k=|SD] = ieos- 
i 
严 = -入 sin: 分 xieos 号 » 
V i i s 
= 6 sin 有 sia- (图 2). 3) 


捕 形 古 ， 命 *=0D( 图 3)， 如 情形 I， 得 


ns 
. 心口 S 让 一 COS -a 
中 二 厅 s 
Y 1 一 2505 a+cos* 全 


= 月 
Cos 9 


h=O0S0=/————————— a— 
V 一 2cos ac 一 eos:- 全 


了 时 p 旦 s 和 
六 = 3 lisin 了 cos - Fb 站。 


我 们 见 到 ， 情 形 与 看 的 解答 全 辣 ， 虽 然 它 的 结果 不 相 
同 ， 不 仅 如 此 ， 不 难 验证 ， 在 情形 卫 ， 这 个 管 案 也 同样 适 骨 
{利用 表达 式 ( 2 ) ,在 式 《 1) 中 将 含 a 的 表达 式 蕉 换 ， 即 得 
式 ( 3)), 


— GOs? 
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答案 


一 cos 并 


S1D 一 一 一 6 Vss Beossa 
2 


着 重 旨 说， 如 困 仅 选择 情形 ] 的 解法 ， 不 能 认为 是 全 面 
的 . 

例 2 楼 锥 SABC 的 底面 是 三 角形 ,其 中 4B=BC= 
20cm，AC = 32cm 每 个 侧面 与 诡 面 之 间 的 角 为 565". 试 求 
棱锥 的 体积 . 

解 ” 棱锥 高 线 的 垂 足 是 距 48，AC，BC 等 距 的 点 ， 它 
是 入 ABC 的 肉 切 圆心 ,或 它 的 一 个 旁 亡 圆心 ( 问 题 工 , 正 》， 
因此 就 有 四 个 棱锥 满足 问题 的 
条 件 ， 它 们 的 高 线 的 重 足 是 点 
Ol, O;,, OO,, OQ,( 图 4)., 为 
了 计算 这 些 楼 锥 的 体积 ， 因 为 . 
底面 面积 等 于 S = Sse = 192 
cm ,所 以 确定 高 SO,,SO，,， 
SOs3，SO, 就 够 了 。 因 为 侧面 
对 于 底面 的 贷 角 为 45"?， 楼 锥 


的 高 等 于 人 .4BC 内 切 圆 的 半 
径 ， 或 它 的 一 个 旁 切 圆 的 圆心 o, 
是 棱锥 高 线 的 迄 足 . 

I .具有 高 SO ,的 棱锥 ， 图 4 


Sanpe = -到 ‘20 十 20 二 32)r1 


= 36ritom*): 36r = 192, 


T= 二 6 


本 cm 因此 矿 =341 3 cm), 
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.具有 高 SO: 与 SO: 的 棱锥 全 等 ， 我 们 有 
人 一 [4Crs — BCOr,) 


= 16rs (em’), 
1672 = 192，rs = 及 ,= 12cmr 由 此 得 
= = ?78cm ). 
下 ， 具 有 高 SO 的 棱锥 ， 我 们 有 


9 = BCABr, + BC.r,— AC.ra) 


= dratcm?). 
4 4 = 192， 六 三 中， 三 448cIns 
= 072(tcm’). 


答案 ， sa-ems OBem*s 3072cm* | 


练 习 是 


1。 棱 维 的 底面 是 等 跟 梯 形 。 它 的 底 边 为 及 2c。 棱 
锥 的 侧面 对 宕 面 有 相同 的 倾角 楼 锥 的 高 等 于 6 .， 试 求 梭 锥 
的 侧面 积 . 

2. 棱锥 S4BC 的 底面 为 三 角形 4BC, 其 中 4AB<a， ， 
BC=4, 楼 锥 的 一 个 侧面 过 AC 边 ， 上 县 惟 直 于 底面 ， 其 它 的 
两 个 侧面 与 底面 组 成 相同 的 角 . 试 求 棱 锥 SABC 与 30BC 
体积 的 比 ， 此 处 口 为 棱锥 >48c 高 线 的 恒 足 . 

3. 棱锥 3$.4BC 的 底面 为 直 鱼 三 角形 4BC， 钳 边 AB 
二 4 及 锐角 2z。 已 知 侧 米 SC 对 底面 的 倾 急 为 pp, 有 回 线 段 


一 一 和 


ADO，BO，CO 按 其 位 置 的 顺序 组 成 闭合 的 折线 ， 试 求 所 给 
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棱锥 的 体积 。 

4. 平行 六 面体 的 底面 是 一 个 边 长 为 5b 的 正方 形 ， 而 它 
的 所 有 的 侧面 是 秦 形 ， 它 的 上 廊 面 的 一 个 顶点 距 其 下 底 画 的 
所 有 项 点 等 远 。 试 求 平行 六 面体 的 体积 ， 

5， 三 棱柱 的 底面 是 等 腰 直 角 三 角形 4BC. 楼 .4 及 
AC 的 长 等 于 6 ， 侧 棱 44,，B88,，CC 对 底面 组 成 60? 的 
倾角 ， 而 侧面 CB8B1C, 的 对 角 线 垂直 于 楼 A4C。. 已 知 对 角 线 
如 C1 的 长 等 于 gv 6 ， 试 求 棱柱 的 体积 . 

译 自 4 量子 》1980 年 某 4 期 
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十 四 、 多 面体 的 相交 和 旋转 


H, 奥 斯 得 罗 夫 斯 基 


教学 大 岗 趋向 于 对 几何 变换 特别 是 图 形 的 旋转 ， 绘 以 很 
大 的 注意 .在 数学 小 组 的 会 议 上 我 们 研究 ， 如 中 旋转 的 不 是 
平面 图 形 ， 而 是 空间 图 形 这 类 “ 非 标准 ”的 问题 。 对 这 样 的 
站 题 必 须 很 好 地 想象 ， 旋 转 以 后 ， 在 空间 中 图 形 是 怎样 放置 
的 。 所以， 没有 几何 的 想象 来 拟定 解 题 思 路 是 困难 的 ， 而 通 
过 实践 能 够 发 展 这 种 想象 . 我 们 打算 提供 的 习题 ， 将 对 读者 
在 这 方面 会 有 帮助 . 

问题 1 楼 长 为 a 的 立方 体 绕 连接 不 属于 立方 体 同一 界 
面 和 的 两 条 平行 楼 的 中 点 的 直线 旋转 90"， 求 原 立 方 体 与 旋转 
后 立方 体 公 共 部 分 的 体积 . 

我 们 拟定 解 题 的 途径 。 设 村 和 NN 是 立方 体 的 不 属于 同一 
界面 的 两 条 平行 的 楼 的 中 点 (图 1 )， 用 刁 直 于 线段 MN 的 
对 角 面 分 制 立 方 体 ， 我 们 得 到 两 个 棱柱 。 旋转 之 后 每 个 棱柱 
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和 和 有 厌 立 方 体 的 公关 部 分 ， 将 是 直 平 行 六 国体 ， 它 的 亡 是 边 长 
为 5 的 正方 形 ， 以 
及 同样 的 启 面 顶点 在 
点 崩 或 上 的 正四 苇 锥 
所 合成 . 《图 2 7》、 所 
以 所 求 的 立方 体 的 公 
共 部 分 的 体积 六 等 于 
平行 六 面体 与 四 棱锥 
体积 之 和 的 两 倍 . 现 
在 求 平行 六 面体 的 高 
-4.4: 的 长 . 


我 们 得 到 ， 


a 


问题 2 ”两 个 楼 长 为 a 的 立方 体 的 两 朵 寻 角 线 在 一 条 直 
线 于 ， 第 二 个 立方 体 的 一 个 顶点 同 第 一 个 的 中 心 重 台 并 且 第 
二 个 立方 体 绕 着 关于 第 一 个 对 角 钱 转动 60*。 求 这 两 个 立方 
体 公共 部 分 的 体积 ， 

设 有 ABCDA1B1C;DD, 是 已 知 的 立方 体 并 且 第 二 个 立方 
体 由 它 平 行 移动 变 项 点 为 对 角 线 BD 1 的 中 点 O ,再 绕 BD 
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机 旋转 60” 而 得 到 (图 3)， 可 以 首先 进行 旋转 ， 然 后 平 
称 . 旋转 后 点 如 ,处 在 平面 如 41D, 上 (独立 证 明 这 一 点 }， 所 
以 容易 求 出 ， 平 移 以 
后 妇 段 口 日 i【 线 段 
BB; 的 象 ) 交 线 段 
及 Di: 于 这 样 一 点 工 ， 
使 得 LD = 3a74。 两 
个 立方 位 的 公共 部 
分 将 由 两 个 三 机 锥 
DRLM 和 OKLM 
组 成 ， 这 两 个 三 棱锥 
每 一 个 的 伍 棱 之 间 都 
形成 直角 , 笛 这 些 便 续 的 长 都 等 于 3a74， 由 此 我 们 得 到 解答 ， 


_ 1 f/f 3 1 go’ 
”=2 ¢ ( oj = 6 ， 


问题 3 证 明 ， 如 果 正 四 面体 绕 连 结 它 的 任意 两 条 异 得 
楼 的 中 点 的 直线 转动 
30*， 然 后 将 所 得 的 
四 面体 绕 连 结 它 的 任 
总 两 条 异 面 楼 的 中 点 
的 直线 转动 90*， 出 
最 后 的 四 面体 与 原来 
的 四 面体 重合 ， 

如 果 通 过 正四 面 
性 的 每 条 裕 作 平行 于 
对 棱 的 平面 ， 则 这 些 
平面 限定 了 一 个 立方 4 
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到 3 


体 ( 图 4)》， 用 线段 连接 立方 体 的 不 相 邻 的 项 点 ， 我 们 重新 得 
到 四 面体 一 一 原来 的 441BDC, 或 者 还 有 一 个 CB1,D1,A. 不 
难 确认 ， 在 旋转 时 ， 问 题 中 描述 的 四 面体 4.8DC | 变 为 四 
面体 D1B1AC, 而 四 面体 DD,B1AC 变 为 四 面体 4,8DC. 
所 以 两 次 旋转 以 后 ， 四 面体 变 为 自 髓 ， 


练 习 题 


1 亡 边 为 a 的 正三 楼 锥 绕 它 的 高 转 动 9 第， 如 果 接 
锥 侧面 是 直角 三 角形 ， 确 定 原 来 的 棱锥 与 转动 后 的 棱锥 公共 
部 分 的 体积 ， 

3， 湖 个 秋 长 为 8 的 立方 体 其 中 一 个 由 另 一 个 绕 公 共 的 
对 角 线 旋转 60° 而 得 到 ， 求 它们 公共 畜 分 的 体积 . 

3， 两 个 楼 长 为 a 的 一 样 的 正四 面体 具有 公共 的 高 线 ， 
面 它 们 每 一 个 的 预 点 都 位 于 另 一 个 的 底面 的 中 心 ， 第 二 个 四 
面体 的 底 关 于 第 一 个 的 底 转动 60"。 求 它们 公 闪 部 分 的 体 
积 ， 

4。 两 个 楼 长 为 6 的 一 样 的 正四 面体 具有 连接 两 个 对 楼 
中 点 的 公共 线段 ， 但 一 个 四 面体 对 于 另 一 个 转动 90*， 求 它 
们 公共 部 分 的 体积 . 

译 自 尺 董 子 当 1977 年 第 411 期 
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十 五 、 相 交 体 的 问题 


.小 赶 金 


本 文 将 向 您 介绍 对 解 相 交 体 的 体积 十 分 有 用 的 方法 ， 我 
们 举 的 例题 都 是 十 分 难 解 的 ， 解 它们 的 主要 力 难 在 于 ， 需 要 
您 有 很 好 的 空间 想象 力 ， 特别 强调 指出 ， 在 解 有 关机 交 体 问 
题 时 ， 会 画 出 好 的 图 形 是 很 重要 的 ， 解 题 的 成 效 直 接 与 所 画 
的 图 形 有 关 ， 我 们 在 讲解 分 析 问 题 之 前 仅 向 您 提 个 要 求 ， 请 
您 在 看 完 一 个 问题 的 条 件 之 后 ， 不 要 立刻 着 它 的 解答 。 要 思 
尖 一 段 时 间 试 着 画 出 园 形 ， 并 独 们 地 去 求解 . 当 您 解 出 以 
后 ， 再 与 文中 的 解答 对 照 比 较 。 完全 可 能 ， 您 的 解法 比 文 中 
的 解答 要 好 ， 假 如 您 没有 解 出 题目 ， 那 么 当 您 看 完 解 答 以 后 
也 有 分析 怀 考 一 个 目 马 失利 的 原因 ， 然 后 再 往 下 阅读 . 

问题 1 在 楼 长 为 4 的 位 方 体 中 安放 三 个 正四 棱柱 。 它 
们 每 个 的 顶点 是 立方 体 两 个 相对 办 次 楼 的 中 点 。 求 属于 所 有 
这 三 个 楼 柱 的 立方 体 

国 为 想象 所 求 的 
物体 十 分 困难， 而 
立刻 揪 绘 所 求 的 立体 
就 更 加 困难 ， 我 们 按 
下 列 方 式 进 行 。 首 先 
在 立方 体 中 安放 一 个 
楼 柱 ( 图 1 )， 然 后 由 
第 二 个 去 截 它 ， 最 


后 ， 剩 下 我 们 添加 第 三 个 楼 柱 去 截 前 两 个 楼 柱 的 公共 部 分 . 

设 第 二 个 楼 柱 的 顶点 是 楼 AA41，A1.D1, D1.D, AD, 
BBB, BC CC 和 CB 的 中 态 《这 个 楼 往 的 座 在 下 方 体 
的 “前 面 的 ”和 《后面 的 ”界面 上 )。 第 二 个 衬 柱 的 连接 立 
方 体 楼 BD 与 COCOi 中 点 的 楼 ， 交 级 段 和 NN 1 于 它 的 中 点 。 这 
意味 着 ， 通 过 共 ,MM 与 棱 DD 和 CC 的 中 点 作 的 第 二 个 楼 
柱 的 客 苞 与 面 KK ,NN 相交 于 直线 大 ,.P， 和 而 第 二 个 楼 柱 
所 有 这 个 界 西 由 第 一 
个 棱柱 堆 去 一 个 楼 锥 
KMDN. 

对 剩 下 的 第 二 个 
楼 柱 的 界面 进行 类 似 
的 讨论 ， 我 们 可 以 描 
绽 出 前 两 个 棱柱 的 公 
共 部 分 . 《图 2)、 它 
是 两 个 四 棱锥 , 玉 K， 
MMP 和 和 KKM, 
村 QQ (PP 和 分 峭 是 钢 2 


界面 DCC1DD 与 4BB,4, 的 中 心 ) 两 个 体积 之 和 等 于 -4 ， 


因为 D FEINLN= G 着 上 县 
PQ=a. 

现在 我 们 考察 由 这 个 
站 方 体 上 “ 截 削 "两 诡 古 界 
面 A88B,4, 和 和 DCC,D, 
上 的 第 三 个 楼 柱 .这 个 楼 
柱 的 侧面 <“ 削 去 7 四 个 项 
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点 区 1， 计 ,上 太 和 MM， 在 图 3 中 描绘 的 楼 锥 KK,M ,MP 
党 有 被 第 三 个 楼 柱 “ 前 去 ”的 角 . “前 去 ”的 角 是 相等 的 二 楼 
锥 . (它们 中 之 一 是 TSK,， 其 中 尺 ， 了 和 仿 是 KK )， 
KLM 和 PK 的 中 点 }， 它 们 每 一 个 的 体积 是 棱锥 太太， 
时 MP 体积 的 1/16，( 这 容易 检验 ， 例 如, 域 锥 TSK | 的 
体 和 是 楼 稚 六 HPK 的 1/8. 而 六 MJPK | 的 体积 饼 是 
棱锥 P&EK ,MM 体积 的 1738。 详 细 的 计算 与 证 明 请 独立 
进行 ). 


这 样 一 来 ， 由 棱锥 戴 去 4x 一 6 = 一 部分， 所 有 三 个 
棱柱 公共 部 分 的 体积 占 第 一 和 第 二 个 棱柱 公 共 部 分 体积 


的 -二 ， 也 就 是 等 于 -2 


问题 2 已 知 两 个 相等 的 正三 棱锥 ， 每 一 个 的 体积 是 
广 ， 关 于 点 口 对 称 二 放置 着 。 如果 氮 口 在 它们 之 一 的 高 线 
上 ， 并 且 由 棱锥 预 点 算 起 分 这 高 线 为 比 2:1. 求 这 两 个 楼 锥 
公共 部 分 的 体积， 

在 这 个 问题 中 ， 作 一 个 正确 的 、 好 的 、 有 根据 的 图 形 极 
端 重要 ， 尽 管 这 是 很 困难 的 设 SABC 是 第 一 个 棱锥 。 第 
二 个 楼 锥 的 底 4BiC 交 高 3 二 :于 分 它 为 1:3 的 点 再 《由 
顶点 9 算 起 )， 而 与 棱 维 -BC 交 得 一 个 与 人 ABC 相似 的 


一 角形 MNE，MN = 一 5.4 刀 . 


由 此 容易 得 出 《检验 1)， 三 角形 机 NP 完全 处 于 三 角形 
36 


BC 1 的 内 部 . 类 伺 地 第 二 个 材 锥 被 三 角形 42Bk 的 平面 
截 得 的 三 角形 MN ,Pi 也 完全 处 于 底面 ABC 的 内 部 ， 
现在 可 以 找 综 被 考察 的 两 个 楼 锥 公共 部 呈现 的 立 体 ( 辐 
4 。 问 时 ， 像 点 荆 的 
位 置 这 祥 去 找 ， 必 须 
连结 .S 与 导 BC 的 中 
点 ， 这 条 连 线 同 直线 
4: 相交 给 出 点 工 
(为 了 证 明 ， 考 察 用 
平面 451 去 截 楼 
锥 ). 在 加 4 中 其 余 
的 点 可 类 似 去 求 ， 为 
了 计算 所 求 的 体积 ， 
我 们 应 当 由 楼 锥 SAB 
< 的 体积 中 拿 去 楼 锥 
SMNP 的 体积 (这 


个 体积 是 - 方 - 玉 然后 拿 去 三 个 一 样 的 都 等 于 天 TRC 的 村 


稚 的 体积 ,并 且 添 加 三 个 等 于 已 MiRZL 的 “小 ?棱锥 的 体积 . 
我 们 求 楼 锥 及 TRC 的 体积 。 因 为 平面 长 个 平行 于 平 


TR . 
区 SAB, 则 Verao= ( 3) r, 


类 似 地 ， 矿 sosns= (一 站 六 但 


TR-MN TR- AB 
MHR- 一人 _ 3 < 
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我 们 铀 下 求 卫生 。 三 角形 4BC 和 MAN ,P, 是 正三 角形 ， 它 
们 的 边 分 别 平行 且 中 心 重合 ， 有 
MN,=—3AB. 


由 此 容易 求 得 ， 


TR _ 5 MR 1 
= 9， AB ”9 《检验 1) 


所 求 的 体积 等 于 


1 5 \ ,of 1 ve 110 
y - 2 了 -3 }r+s( ) -ly 


问题 3 已 知 立 方 体 楼 长 为 g6 。 第 二 个 立方 体 由 已 知 的 
立方 体 绕 它 的 对 角 钱 旋转 a 角 而 得 到 (as80")》.， 求 这 两 个 
让 方位 公共 部 分 的 体 
积 . 

在 这 个 问题 中 ， 
在 整体 上 想象 描绘 相 
交 体 是 困难 的 。 容易 
表白， 一 个 体 的 个 别 
元 素 同 嚼 一 体 的 元 素 
是 怎样 租 交 的 . 

我 们 用 字 坪 A， 
B,C,D, A, Bl, 
Ci 了 :表示 已 知 立 
方 体 的 项 点 《有 见 
图 邹 ， 设 立 访 体 绕 对 角 线 旦 ,万 反 时 针 方 向 旋转 ，、 我 们 观察 
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坚 立 方 性 当 它 旋转 时 能 够 “ 削 去 ”怎样 的 一 块 。 位 方 体 的 各 
顶点 的 位 置 离 袜 方 体 的 中 心 Q 最 还 ， 口 是 保 桂 不 动 的 对 负 线 
如 . 喇 的 中 点 ， 所 以 在 旋转 时 ， 立方 体内 部 不 能 超过 顶点 ， 
友之 顶点 处 于 立方 恢 外 部 ， 并 且 围 绕 了 顶点 的 部 分 将 被 施 去 . 
进一步 ， 削 去 立方 干 的 一 顽 可 以 只是 愤 碟 ， 所 以 ， 必 须 抄 到 
每 个 异 面 削 去 立方 体 是 怎样 的 一 块 . 

我 们 求 蜡 茵 DCC1D; 削 去 村 么 ? 前 去 的 是 楼 锥 D1,LPD 
《 见 图 5)， 其 中 DL=DK=CJP,， 同时 由 点 工程 廊 视 
避 ,.D 引 的 下 弘 尼 重合 于 一 点 证明 1)， 它 在 图 5 中 用 字母 信 
表示 ， 并 且 人 LMK =a， 这 样 一 来 ， 当 立方 体 旋转 时 点 无 
变 作 点 工 ， 我 们 通过 < 表示 上 DD,( 稍 后 我 们 求 它 )、 设 忆 是 
楼 CC 上 的 点 ，C@=CJP=x。 则 在 空 方 体 旋转 时 点 外 变 
作 点 中 5 证 了 明 1?， 于 是 界面 刀 CC 交 立方 体 为 三 角形 
LPD. 并 且 截 棱锥 万 :也 体积 是 二 qxla 一 x) (证 明 1}。 类 
似 地 考察 其 余 界 面 一 一 它们 蕉 去 同样 的 楼 锥 ， 所 以 立方 体会 
共 部 分 体积 是 a? 一 
0x(G— xX). 狮 下 求 xx。 

诬 NN 是 B,D, 和 
上 上 的 交点 。 我 们 给 
出 分 图 (图 6 矩形 
上 BDD181. 设 丁 是 由 
妃 : 问 癌 已 引 的 垂 然 
足 . 我 们 有 : . D 


BI ~™N pe 
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由 信人 LMK 我 们 得 到 ; 


MN= LN-:ctg 3- EE 2 etg -5 


BN=BD, 一 站 万， =av 2 -TY 


由 人 BD: 吕 容易 求 得 DT =ay 一 


由 A， 和 NM 和 入 B.D1T 租 似 ， 我 们 得 到 


BN NM 
万 ,万 := DDT? 


coY 2 “2 x etpg—e 
2 2 2 
av2: . .0/2 
3 
20 
由 此 % = 一 一 一 一 .， 所 求 体积 等 于 
lt+v 3ctg 
时 
F 广 = 和 :一 一 一 所 -一 一 x{ ou -一 一 
ltv 3ectg 一 7 1+Vv 3ctg—s— 
3a3 


2 1teosta—-60°)]: 


问题 4 它 知 边 长 为 0 的 立方 体 ABCDALB1C1D! 它 

的 两 条 相对 楼 AB 和 1D 1 的 中 点 是 一 个 正四 面体 的 两 条 内 

面 棱 的 中 点 ， 同 时 这 两 异 面 转 中 的 一 条 位 于 立方 体 的 相对 应 
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的 一 条 村上 . 求 立 方 体 同 四 面体 公共 部 分 的 体积 . 


设 点 开 是 8 中 点 ， 
也 是 正四 面体 的 楼 PQ 的 
中 点 。 而 对 是 DC, 的 中 
点 同时 也 是 四 面体 的 棱 
RS 的 中 点 (DC 在 RS 
上 (图 7))， 

若 四 面体 楼 长 等 
5 ， 则 容易 计算 它 的 异 面 
和 


FY 2.( 检 验 内 。 田 一 


方面 ， 计 KK = a ww %， 这 意味 着 ， 


图 名 


与 AP 相似 ， 容 易 求 得 ， 


b =20. 
我 们 知道 四 面体 榨 长 ， 但 是 不 能 简单 地 画 出 所 给 立体 的 


交 ， 因 为 四 曾 体 的 棱 与 立 - 
方 体 的 交还 不 明确 .为 了 
同 管 这 个 问题 ， 将 所 给 立 
体 在 平面 ABCD 上 投影 
《图 8)。， 因 为 PQ 同 这 个 平 
铀 成 虑 * 角 (证 明 1) , 则 PQ 
在 这 个 平面 上 英 影 芍 长 是 


设 工 是 直线 AB8 和 PR 
射影 的 交点 。 由 入 PLK 
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四 疗 
LK- pi = | nv 

这 总 味 着 ， 四 面体 的 楼 PR (由 此 ， 另 外 的 楼 PS、QR 
和 Cs) 交 立 廊 体 ， 

为 了 计算 体积 ， 将 问题 中 的 形体 表 为 带 有 截 去 角 的 四 面 
体 是 方便 的 。 为 了 确定 截 去 的 每 个 棱锥 占 四 面体 体积 的 几 分 
之 扩 ， 利 用 下 面 的 论断 是 方便 的 (独立 证 明 它 )， 它 经 常 能 表 
现 出 一 此 效果. 

给 出 两 个 棱锥 SABC 和 SA;B81C1, 同 时 41 在 SA 上 ?” 
8B 在 SB 上，Ci 在 SC 上 ， 则 这 两 个 棱 锥 体积 的 比 等 于 出 
顶点 S 出 发 的 三 条 核 长 乘积 的 比 ， 邵 


aimcl .48SB8SC， 


Veenasoe” SA'SB'SC 


现在 可 以 很 容易 去 求 由 顶点 已 和 Q “部 去 ”的 楼 锥 的 体 
积 。 它 们 的 每 一 个 占 中 证 体 的 部 分 是 


所 下 一 (于 


2 1 
PQ PBR‘ PS 2 [| “2(3+2w 5) 


而 下 项 点 只 和 S “前 去 的 转 久 的 体积 占 四 面体 体积 的 1/16. 
(检验 1) .四 面体 体积 等 于 


bE 2csv 卫 


12 3 
这 意味 着 ， 立 方 体 和 四 面体 公共 部 分 的 体积 等 于 


)= 4 8 —17), 


练 习 是 


1， 已 知 两 个 相等 的 正三 棱锥 ， 关 于 位 于 其 中 一 个 楼 锥 
的 高 上 的 点 口 为 对 称 。 如 果品 点 从 棱锥 顶点 和 党 起 分 这 个 高 为 
比例 (ca) 3:1f (65) 1:1 (5) 4:1。 求 这 两 个 棱锥 公 
共 吕 分 的 体积 ， 


y 
( 答 : (a) (6)-9-V (cy) 这 -7V). 


2.、 忆 知 正四 面体 体积 是 广 . 第 二 个 四 面体 是 由 已 知 四 - 
面体 羡 绕 过 结 四 面体 异 面 楼 的 中 点 的 直线 旋转 a 角 而 得 到 . 
求 这 两 个 四 面体 公共 部 分 的 体积 ， 


1+tg?—2 
人 > 共 郑 分 的 体现 等 于 Fr ] 
(te 
提示 ， 考 察 重 直 于 旋转 轴 平 面 交 四 面体 得 到 的 矩形 ， 矩 
形 对 角 线 之 间 的 和 角 等 于 we。 这 样 的 矩形 有 澳 个 )， 
3、 三 棱锥 PQMN 和 立方 体 4BCD4BICID: 用 下 
到 方式 放置 ， 楼 PQ 的 中 点 同 楼 45 的 中 点 重合 且 PQ= 
24B， 棱 DC 在 棱 MN 上 , 它们 的 中 点 重合 . MN= 
3D.C;， 如 果 已 知 PQ 垂直 于 平面 A8D,C,， 下方 体内 部 
的 守 锥 体积 是 几 分 之 几 ? 
(处 于 立方 体内 部 四 面体 部 分 对 整个 四 面体 体积 之 比 等 


于 疆 一 28 2 2 2 ) 


4. 个 二 相机 休 的 机 是 务 _ 四 面体 的 全 训 、 第 -个 加 
面体 的 界面 已 知 楼 所 对 的 侧 高 在 第 二 个 四 面体 的 楼 上。 第 一 


143 


个 四 面体 在 第 二 个 内 译 的 体积 占 怎 样 的 部 分 ? 
《2 人 2 一 37) 


5.。 羡 方 体 和 正四 面体 的 中 心 重 合 。 四 面体 的 两 条 校 平 
行 于 立方 体 一 个 异 面 的 对 角 线 . 如 果 立 方 体 核 长 等 于 ， 四 


面体 楼 长 等 于 -党 / 至 ， 求 四 面体 处 于 立方 体内 部 部 分 体 
积 . 


(ao 

6。 在 正三 棱锥 的 内 部 存在 所 有 面 角 都 是 直角 的 三 面 角 
的 顶点 ， 琵 通 角 的 平分 线 通 过 核 锥 底面 的 顶点 ， 如 果 已 知 楼 
锥 的 表面 积 被 分 为 面积 相等 的 两 部 分 ， 问 三 面 角 的 表面 分 村 
锥 前 体积 为 怎 祥 的 比 ? 

《3711 由 棱锥 项 点 算 起 ) 

7. 单位 立方 体 的 对 角 线 在 80" 的 二 面 钊 的 村 上 , 证 明 ， 
立方 体 在 二 面 角 内 部 部 分 的 体积 是 个 常 值 ， 并 求 出 这 个 值 . 

《1/8。 设 二 面 角 一 个 界面 交 立 方 体 的 裕 于 点 村 ， 另 一 
江面 交 另 一 楼 于 点 六. 则 这 两 个 楼 一 定 是 由 一 个 项 点 引出 
的 ， 我 们 表 这 个 顶点 为 A， 同时 MATN.A=1). 

8。 立方 体 的 楼 长 等 于 4， 中 心 为 口 的 球面 交 由 顶点 4 
珊 发 的 三 个 枝 于 它们 的 中 点 ， 由 球 甫 同 立方 体 一 个 楼 的 交点 
- 召 ， 同 通过 顶点 4 的 立方 体 的 对 角 线 引 重 线 ， 辐 时 这 些 垂 线 
与 半径 OB 之 则 的 角 被 立方 体 的 楼 所 平分 ， 求 球面 的 半径 . 


gw 站 
(Ts) 
9. 在 正三 棱锥 中 高 等 于 下 ， 亡 边 等 于 Ga 。 廊 面 的 一 个 
二 4 


顶点 是 切 它 所 对 校 锥 侧面 的 球 的 中 心 。 求 楼 锥 侧面 在 球 的 内 
部 部 分 的 面积 . 
gczja ih 
(tarete A ) 
10. 在 四 面体 4BCD 中 楼 4B 和 CD 互相 垂直 目 分 别 
等 于 a 和 恒 ， 这 两 个 楼 公 答 线 交 楼 4B 于 点 M， 交 棱 CD 于 
点 N，MN =c， 在 四 阐 体 中 内 接 立 方 体 ， 使 得 立方 体 四 条 


棱 平 行 于 必 NY 并 且 四 面体 的 每 个 面 上 有 立方 体 的 两 个 顶点 ，、 
求 立 方 体 的 楼 长 ， 


(5 可 so) 


评 自 必 量 子 $1974 年 第 5 期 


十 六 、 面 积 与 二 面 角 的 问题 
[. 苏 康 尼 柯 。。 可: 高 尔 恩施 坦 


研究 以 下 问题 

问题 1 正三 息 锥 的 一 个 伍 面 与 底面 形成 二 面 和 角 ec。 它 
与 平行 于 底 苗 的 截面 相交 ， 使 得 到 的 截面 而 积 等 于 堆 头 棱锥 

侧面 面积 ， 试 确定 席 夯 面积 与 截面 面积 之 比 . 
为 了 解 这 个 问题 ， 考察 过 高 线 和 侧面 的 侧 高 截 平面 ， 
那么 经 过 相当 复杂 的 计算 后 才 得 到 解答 1+ cos a.。 这 里 所 求 
4 的 比 通 过 简单 的 量 表示 出 
来 了 ， 这 是 个 然 的 吗 ? 显 
然 不 是 。 首要 的 就 是 应 当 
在 在 问题 的 简单 解 。 注 意 


考查 解答 ， 所 获得 的 关系 
Cy p ”联系 到 底面 积 S、 蕉 面 而 
- BEG 积 Q ( 按 条 件 它 等 于 截 头 
和 彼 锥 的 侧面 面积 ) 及 全 而 
与 底面 所 成 的 二 面 角 (网 
1). 

"|! 按照 已 知 公式 ， 多 边 

形 的 正 交 投影 的 面积 S ~ Q = Q .cos pg， 由 此 


全 -os ra 襄 -=1 + COs PP. 


年 许多 情况 下 ， 运 用 射影 面积 会 式 就 能 直接 导致 问题 的 
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问题 2 棱锥 的 底面 是 面积 为 Q@ 的 平行 四 边 形 ， 棱 锥 的 
顶点 投影 到 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 . 一 个 侧面 与 底面 组 成 
- 月 ga， 而 嚼 一 个 侧面 与 良 面 组 成 角 有 。 斌 求 棱锥 侧 表 面 积 . 
因为 Spro = dpars Socap= Oarass 


所 以 aaoe= Dagor 二 一 
园 27， 寻 得 核 锥 侧面 的 面积 ， 
Su= 2 saot Sacap) 
2 (Sree + Os) 


cos a cos 月 


= 2(7e0ratrep) 


_Q(ecosat+ cos A) 


2e050easpn " 图 2 
问题 3 在 棱锥 的 底面 ， 放 置 一 个 具有 边 长 为 a 及 夹 角 


, 为 锐角 a 的 将 形 ， 过 底面 锐角 
) 边 的 两 个 相 邻 侧面 ， 分 别 垂直 
于 廊 面 : 另外 的 两 个 侧面 与 遍 
面 的 倾角 为 6， 试 求 棱锥 侧 表 
面 的 面积 ， 

容易 看 到 ， 侧 面 EAD 在 
侧面 BAC 的 投影 ,AD1( 图 
3) 与 侧面 BAC 等 积 ， 这 两 个 


平面 间 的 二 面 角 为 5- 及 . 
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又 平面 AE&DD 在 获 形 诡 面 上 的 投影 是 三 角形 B&D。 因 此 
Sm= Oanap + Osc} = (SAsan tO, 4 ， 


= 2 ge +Sariocosl 5 一 中 
2S.rantl+ sin 9) 


,TAsnp 


cos 6 xft1+sin 8) 


_ osin a(l + sin p) 
cos 肯 “ 


问题 4 在 正中 棱锥 内 有 一 肉 切 了 球 ， 这 个 校 锥 的 催 面 是 
另 一 棱锥 的 底面 ， 这 另 一 校 锥 的 质点 位 于 球 心 ， 它 的 竹 积 等 
于 所 给 正四 棱锥 体积 的 176， 试 确定 它 的 侧面 与 底面 组 成 的 
| 二 面 角 a 及 在 四 棱锥 顶点 
的 面 角 有 的 值 
命 正 四 楼 锥 的 体积 为 
广 ， 全 面积 为 9$， 底 面积 
为 Sg， 侧面 积 为 Sa. 
我 们 知道 ， 将 球 心 
OD, 与 正中 棱锥 在 同一 平 
面 上 各 项 点 相连 ， 构 成 高 


为 + 的 四 个 棱锥 ， 因 此 


了 
图 4 六 =-Sr、( 图 4) 


a 
二 本 
t BB _DF _OF 一 i. 
g 2 -A = fF =cosa = 


A=2 aretg 一 二 


间 题 5 在 正三 楼 锥 中 ， 它 的 侧面 分 别 与 底面 及 相 邻 侧 
面 形 成 角 & 和 有， 试 建立 它们 
之 问 的 余 驴 关系 式 。 

如 图 5， 商 -4oO 与 底面 
BCD 稚 直 , AE | BD, /AEC 
= pe= adap 
此 时 ， 将 43 了 面 投影 到 如 已 
面 ， 则 得 等 式 必 =39cosa 
再 将 面 BCD, ABC 及 ACD 投 
影 到 面 4 上 ， 则 得 等 式 

S=Wecosai2s cos 月 
由 这 两 个 等 式 ， 就 得 到 所 求 的 国 $ 
关系 


3e0s2 交 二 2eos 且 一 1 二 0 
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类 似 地 容易 证 明 ， 对 于 正 楼 锥 有 一 般 公式 : 
用 


si 至 siner = 0 Co - 
2 1° 
有 时 应 用 正 交 投影 面积 公式 不 仅 有 益 ， 用 且 能 人 够 使 向 题 
得 到 有 效 的 解决. 
问题 6 过 稚 头 正四 棱锥 底面 的 对 角 线 作 截 面 ， 又 过 下 
底面 的 边 和 与 它 相 对 的 上 底面 的 地 作 截面 。 两 个 截面 间 的 角 
为 & 。 试 求 这 两 个 截面 而 积 之 
十 
在 这 个 问题 中 ， 主 要 是 准 
确 地 作出 图 形 ， 解 答 本 站 不 会 
引起 困难 ， 事实 上 ， 裁 面 将 是 
梯形 B81,D,D 及 DA1BIC 
(图章)，: 它 们 沿 对 和 角 线 B.DD 
相交 而 且 它 们 组 成 角 a。 容 易 
看 出 ， 点 4 投影 到 点 〇 1， 而 
点 上 投影 到 点 OO 与 中 是 万 
而 的 中 心 }， 因 此 面 DA1B1C 


图 6 
投影 到 四 边 形 DQ,81,0 上 ， 故 得 


2 

| 

1 1 一 PO EF, 二 学 名 DS A 
Sopa,0 Spals,o 


问题 了 已 知 立 方 休 ABCDA*B'CiD!， 它 的 楼 长 为 
tcem、 在 转 44/、B8BB:，DD' 了 名 相应 的 点 态 ，PP，M， 使 得 
[AKI:iAEK|I=1:3, 1BPI:IBPI=3:1,1DM|:|ID’M | 
=3:1， 试 求 梳 锥 的 体积 ， 它 的 底面 是 过 点 慌 。， 已 及 时 立方 
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怀 的 截面 ， 面 其 顶点 位 于 损 几 ， 
不 难 找到 截面 与 谨 面 4A/ 
BB'Cr'D! 相 交 于 边 B'C? 及 CG! 
D' 的 中 点 马 与 N.。 由 此 得 
知 ， 截 面 玉 PCAN WM 在 底面 人 
吾 C 也 的 投影 面积 等 于 


Saarowo! 


=O'srolp 一 
=1 -~ -= 5 em， 图 7 

它 与 底面 组 成 二 言 角 的 平面 角 是 AKILA’,， 而 且 它 与 角 
下 A'R 相等 tR 是 棱锥 A' 玉 PQN M 的 高 4 二 的 垂 足 )， 由 
此 得 知 l 4A’ RI=1A’Eleosg, | 

采用 投影 面积 公式 ， 得 知 ，- 


Prxresw= -Saeowz 1 -4 已 | 


__ 1 Du'p'onp! 7 
= -3 cosg " [IAIK!I eos 


Ssraron! " | 好 五 |] 


1 7 
3 8 


有 
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练 习 题 


。 正 十 兵 锥 的 例 面 积 等 于 S， 而 各 的 底面 积 为 @， 试 


玉楼 入 的 体 可 

2 正三 校 锥 的 底 匣 面积 等 于 13 ， 在 它 顶 点 的 面 角 
的 值 是 它 的 倘 楼 与 底面 的 角度 值 的 四 倍 。 试 求 俩 而 的 面积 。 

3。 点 玉 与 时 是 三 棱锥 DABC 的 楼 AB 及 AC 的 中 点 ， 
aasc= 站 如果 4Susorv= 32， 又 棱锥 的 高 的 重 足 与 底面 
4BC 的 中 线 交 点 重合 ， 试 求 s sec 面积 . 

4&。 直 平行 六 面体 的 撒 面 是 一 正方 形 ， 过 底面 的 址 邻 按 
作对 角 截 夯 ， 和 底面 组 成 朋 &，。， 而 两 截面 的 交角 为 8， 试 证 

cos22= os. 
5 有 一 个 三 楼 锥 ， 底面 面积 为 驴 ， 向 面 面 积 为 S$， 并 


且 便 面 导语 而 形成 的 一 面 角 的 和 为 3a， 项 虚 投 影 于 底 面 中 
线 ，。， 斌 证 从 过 和 八仙 5 站。 


译 自 尽量 子 凡 1977 年 第 12 期 
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lin 


十 七 、 二 面 角 和 三 面 角 


BB 莹 :依法 利夫 


二 面 角 具有 公共 边界 的 两 个 半 平 面 与 由 这 两 个 半 平 面 
限定 的 室 间 区 域 中 的 一 个 的 并 ， 岂 做 二 面 角 (图 14}。 我 们 
善 重 强调 的 是 ， 并 韭 所 有 二 面 角 都 是 两 个 半 室 间 的 交 .。( 见 
图 15) 


图 1 


用 王 直 于 二 面 角 的 村 的 平面 截 这 个 二 面 角 所 得 平面 角 的 
值 叫 做 这 个 二 面 角 的 值 . 在 图 1a 中 二 面 角 的 慎 小 于 ww， 币 
在 图 地 中 画 的 二 面 角 的 值 大 于 x， 

二 面 角 一 一 空间 中 的 鱼 与 在 平面 上 的 角 对 照 ， 它 的 许多 
性 质 类 似 于 平面 角 的 性 质 ， 例 如 ， 四 二 面 角 的 平分 面 [ 即 为 
分 二 面 角 为 两 个 合同 的 二 面 角 的 平西 ?可 以 定义 为 二 而 角 中 
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与 它 的 琴 个 弄 面 距离 等 远 的 点 的 集合 ， 象 在 平 询 上 的 一 样 ， 
定义 对 质 二 面 角 和 补 二 面 角 .， 竹 这 种 情况 下 它们 的 值 分 别 等 
于 和 ww 一 pg。 其 中 vp 是 原来 的 二 而 角 的 值 . 

现在 我 们 分 别 解 在 某 种 意义 下 彼此 互 道 的 两 个 问题 . 

河 丁 1 值 为 (0<Yp 世 的 二 年 角 与 一 个 平面 组 交 ， 
确定 截 线 所 得 的 角 的 和 值 & 取 值 范围 ? 

问题 2 角 是 值 为 & 的 角 的 正 交 投影 时 ，(0<C 拓 下 )， 
角 q 的 取 值 范围 ? . 

对 问题 1 的 回答 ，0 <a<r， 因为 二 面 角 的 值 小 于 m， 
它 在 名 已 界面 的 任 一 平面 的 一 合 ， 所 以 ， 鹤 线 的 角 ， 在 包括 
它 任 一 过 的 那 条 直线 的 一 侧 ， 因 此 <<r。 秋 下 搬出， 对 于 
[0，z] 之 癌 的 任意 和 ， 存 在 与 二 面 角 相交 的 平 面 ， 鹤 线 所 
成 的 角 的 值 是 a ， 为 此 ， 最 简单 地 是 指出 公共 项 点 在 二 看 角 
的 校 上 ， 位 于 二 面 角 不 同 壳 面 的 两 条 射线 它们 之 同 的 角 等 于 
a 《然后 通过 这 两 条 射线 引 宕 平面 》， 

我 们 在 二 面 角 的 楼 上 选取 射线 口 卫 ， 以 及 在 家 的 两 个 界 
面 上 引 射 线 上 A 和 008 与 口 已 成 同一 量 得 的 角 六 ( 轿 2c)， 
在 只 变化 时 ， 射 线 C4 和 口 B 将 翻转 ， 很 清楚 ， 当 户 取 沉 


由 9 到 一 一 的 所 有 值 时 ， 角 40OB8 = a 将 由 0 变化 到 mg、 如 
果 射 线 O85 对 OP 翻转 角 为 <~B( 图 26), 角 a 将 由 变化 


到 wt 当 0<B<-5 一 时 )、 


用 不 复杂 的 计算 来 严格 说 明 这 个 讨论 . 设 通 过 点 五 作 的 
司 下 于 二 而 角 的 校 的 平面 交 射 线 于 点 4 和 昌 ， 于 是 线段 如 晶 
的 中 点 (我 信 研 究 第 一 种 情况 一 一 图 2a)。 网 
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.alM4 [IPA|lsin(g/2) . .让 
‘in ) OA sinin (GD ). 


因此 ， 当 由 0 实 到 下 -时 ，sin (2- ) 耻 |o sis( 改 -)| 
区 间 的 所 有 什 ， 而 角 a 本 身 是 在 区 间 [0，9%] 中 的 角 ( 因 为 角 
一 是 锐角 ). 


对 第 二 种 情况 的 计算 我 们 留 给 读者 ， 这 里 我 们 指出 ， 怎 
样 可 以 回避 这 些 计 算 ， 显 然 ， 
两 个 邻 补 的 二 面 角 ( 交 它 们 的 
公共 校 的 ) 用 任意 平面 去 截 形 
成 互 为 邻 补 角 的 是 个 平面 角 
(图 3) .已 知 二 面前 的 邻 补 二 
直角 在 截 画 上 的 角 ， 正 如 上 再 
指出 的 ,可 起 取 由 0 到 x ~g 的 
任意 值 (x 一 9g 是 这 个 邻 补 角 的 图 3 
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值 ) .所 以 对 应 原 二 面 角 截 线 将 得 到 由 x 到 gm 取 值 的 角 ， 这 正 
是 所 需要 的 

我 们 转 到 问题 2 . 设 量 值 为 的 角 41081 是 量 值 为 a 
的 角 A408B 的 正 交 投影 ， 角 410B, 用 这 样 的 二 面 角 来 确定 ， 
二 面 衣 的 楼 垂直 于 通过 口 点 引 的 平面 410B8;， 丽 它 的 界面 
包含 射 线 DA1 和 0B,， 最 然 ， 角 AOB 是 这 个 二 面 角 的 截 
鳅 ， 这 样 一 来 ， 我 们 重新 姓 于 问题 上 的 情势 . 现在 真是 已 知 
截 角 a 而 不 是 二 面 角 go 的 值 。 但 由 问题 1 已 知 ， 对 任意 给 
定 的 a 和 有 ，0 之 a， 之 XT， 可 以 这 样 截 量 什 为 pg 的 二 面 
第 ， 使 得 截 线 所 得 的 角 的 值 是 ae ， 因 此 ， 在 阅 题 2 中 ， 当 投 
影 时 可 以 得 到 为 任意 gq 值 的 与 a 无 关 的 角 (0<p<<r): 考 虑 
到 多 之 x( 因 为 角 A0B 小 于 展开 的 角 ), 我 们 求 得 解答 ，0<wp 
< 

三 面 角 ” 设 已 知 三 角形 4BC 和 不 在 这 个 三 角形 的 平面 
上 的 点 3 ， 由 顶点 为 $ 交 三 角形 4BC 的 所 有 射线 的 并 称 为 
{由 ) 三 面 角 SABCC 有 时 ， 定义 非 西 三 面 角 SAABC-- 一 由 
顶点 S 出 发 ， 不 与 三 角形 4B8C 内 部 相交 的 所 有 射线 的 
并 一 一 这 样 的 三 面 角 我 们 不 研究 ). 

汶 简 单 起 见 ， 对 于 三 面 角 SABC 我 们 将 利用 如 下 的 表 
示 | 有 A， 如 ， 人 表示 分 别 忆 人 SSA，SB，SC 为 棱 的 二 而 和 的 
值 ，a、##.、 ?是 对 这 些 二 面 角 的 面 角 的 值 . 

三 而 角 - 一 一 是 可 与 三 角形 空间 类 下 让 的 一 个 5 另 一 个 
类 比 是 四 面体 ), 所 雇 三 和 面 角 的 许多 几何 定理 很 象 三 角形 中 的 
几何 定理 (在 这 种 情况 下 面 角 对 应 于 三 角形 的 边 ， 市 二 面 角 
对 应 于 三 角形 的 角 刀 例如 ,有 名 的 定理 《三 面 角 的 每 个 面 角 小 
于 另外 两 个 面 角 之 和 》 一 一 类 似 于 三 角形 不 等 式 ， 对 三 面 角 
S44BC, (图 4 应用 这 个 定理 ， 我 们 得 到 三 面 角 中 另外 一 个 
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Tu 


很 有 用 的 性 质 ，“ 三 
面前 三 个 面 划 之 积 小 
于 360"” ， 

类 似 于 定理 “三 
角形 的 三 条 蜗 线 相交 
于 一 点 ”的 是 下 面 问 
题 中 的 论断 . 


图 4 


问题 3 证明; 通过 三 面 角 的 的 楼 引 的 垂直 于 所 对 界 面 
的 三 张 平 面 (* 高 线 *) 具 有 公共 直线 . 《所 指出 的 平面 是 单 值 
确定 的 ， 也 就 是 至 少 有 两 个 面 谣 ， 为 确定 起 见 ， 不 访 设 前 


ASB 和 角 4SC， 不 是 直 关 > 


证 明 ”我 们 归结 为 送 用 平面 几何 中 类 似 的 定理 ， 
通过 在 楼 S$4 上 取 的 点 4 作 垂直 于 这 条 楼 的 平面 ( 图 


图 5 


5)， 设 吕 和 CC 是 这 个 
平面 分 别 与 直线 SB 
和 SC 的 突 点 ，AA1， 
五 中 CC 是 问题 条 


“ 件 中 的 平面 与 平面 


4BDL 的 交 线 。 

平面 $44, 垂直 
于 平面 SBC (根据 条 
件 ) 和 平面 48C( 息 
通过 面 4Bc 的 乍 


线 S$S4)， 所 以 平面 


44i 垂 直 于 平面 SBC 与 48BC 的 交 线 是 直线 了 BC， 出 此 得 
出 ，4411 BC， 也 就 是 ， 有 A441 是 三 角形 4BC 的 高 线 . 
平面 4SC 垂直 于 平面 48C 和 平面 S881:， 所 以 它 垂 
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直 于 直线 BB,;,， 因 此 ，88,] 4C。、 类 似 可 证 ，CC ,| A8. 
这 意味 着 B81 和 CC 也 是 三 骨 形 4BC 的 离线 . 

三 角形 4BC 的 高 线 44;，BB8, 和 CC ,相交 于 一 点 日 ， 
所 以 ， 在 问题 中 谈 到 的 三 个 平面 相交 于 一 条 直线 一 一 直线 
SH. 


正弦 与 余弦 定理 ”对 于 ( 凸 ) 的 三 面 角 下 述 关 系 式 为 真 ， 


这 全 - 江 和 - 广 攻 C1) 
(正弦 定理 )} 
"eosa=eo0s eoswptsin gsinyeos A 《<2) 
〈 策 一 余弦 定理 六 
cos A = eosBeosC sinBsinC eosa C3) 
《第 二 佘 弦 定理 ) 


正弦 定理 的 证 明 ; 我 们 在 楼 SA4 上 取 点 P，1|SP1i=1s 
设 @， 忆 和 塌 是 它 在 直线 SB8、 SC 和 平面 SBC 上 的 射影 
《图 6 ) ,在 直角 三 角形 PQH 由， 在 顶点 外 的 角 等 于 如 ( 邵 


果 肪 <- 二 ， 见 图 bao) 或 者 x 个 (当家 > 下- 见 图 646)3 
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在 任何 情况 下， 、 、 、 
1PH!=|PQ| sin B=1ISPlsiny: sin B= Sin sin B. 
由 直角 三 角形 PRH 和 SPR 类 似 可 得 ， 
1PE|] = sin B'sin C， 岂 这 两 个 崇 达 式 相 等 ,我 们 求 得 ， 
sing _ siny 


， 同样 可 以 证 明定 理 中 欧 另 一 个 等 式 ， 


sin BB sinC 


第 一 余 获 定 理 的 证 明 ， 设 向 量 S4 ， 3, SC 具有 长 
彰 是 1， 卫 与 名 是 点 了 和 己 在 直线 4 上 的 射线 . 《图 了)， 


出 


四则 ， 5 有 =e0s y, 
SA. SC -eosp, 

SB . SC =eosw 
向 量 PB 和 QC 之 间 的 角 等 于 4，SP = cosa 5S4， 
SQ=eos BSA 且 |QC|=sin 8B,1PB| siny.( 除 这 个 锐 
和 角 关 蒜 之 外 ， 角 p 和 v 是 直角 或 鲍 角 )， 进一步 ， 
QC= SC - SQ, PB = §B-. SP, "并且 根 据 标量 积 的 人 性质， 
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OC . PR=SC. SB- SC. SP- SO. SB 
+ SO . SP， 

由 此 ， 

SR PF sin Yy cos 4 一 Cos a—eos Peosy— eos peosy 

+cosp' eosy, 
世 就 是 
cos =eo05 Peosy + sinp siny os 下 

《定理 得 证 ) > 

如 果 角 4 是 直 前 ， 则 cos a = eos eos ,这 个 结论 有 时 
做 三 面 角 的 毕 达 哥 轩 斯 定理 。 

为 了 证 明 第 二 余弦 定理 利用 对 被 〈 或 补 》 三 昏 角 的 概念 
是 方便 的 . 

对 极 的 角 ” 设 已 知 三 面 角 SABC. 通过 它 的 顶点 S 对 
画 人 SBC 引 垂 然 ， 并 在 它 上 面 《 有 两 种 可 能 》 取 射 线 SA1， 
使 得 角 4s 4 是 鳃 角 。 换言之 ,点 4 和 4 应 当 在 平 面 SBC 
的 不 同人 山 《自己 说 明 ， 为 什么 角 AS 41 不 能 是 直角). 类 似 
地 选取 射线 SB 和 SCi。 3 平面 9 如，sCi 平面 
SAB， 角 BSB, 和 和 角 CSC (都 是 印 角 ， 三 面前 483: 下 
做 三 面前 9 .4BC 的 对 被 《〈 补 ) 三 血 角 ， 

对 槐 三 面 角 的 许多 应用 的 依据 是 下 可 两 条 有 趣 的 性 质 ， 

《1 ) 对 极 角 的 对 极 三 面 角 与 原来 的 三面 角 重 合 ， 
《2 3 对 干 相互 对 极 的 三 面前 SABC 和 和 SA.BiCGi. 


al=5 — 44, pi=x ~- B, p= x- 人, Cd 
A -ra B=x- pb, Czy, (oy 
请 独立 证 明 这 两 个 福 质 ( 见 练 当 5)，. 
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第 二 余弦 定理 的 证 明 ”对 于 已 知 角 SABL 的 对 级 三 置 
角 .48 写生 第 一 余 缆 定理 : 


™ 
cos Ci 一 CO05 Pi cos v1 — sin fl sin yr cosAi, 


利用 关系 式 〔〈4) 和 《5)， 我 们 得 到 
Cos 和 一 人 家) 一 cos(#— BJcos(r— ©) 


十 sintw ~ Bysin(n — GyeosCr ~ a), 


由 此 即 得 到 © 3 )， 


练 习 题 


1。 证 明 ， 凸 二 面 角 的 平分 画 是 这 个 二 面 角 中 到 它 两 个 
界面 距离 等 远 的 点 的 集合 ， 

2. 已 知 二 面 角 和 和 与 它 的 楼 相交 且 通 过 二 面 角 内 部 的 直 
线 了 ， 

《ca) 设 它 不 垂直 于 二 面 角 的 楼 证明， 通过 直线 ! 可 
以 作 平 面 ， 使 ! 是 得 到 的 截 角 的 平分 线 ， 这 样 的 平面 是 叭 一 
的 ， 

《上 8) 如 果 已 知 直线 垂直 寺 榨 ， 和 在 什么 情况 下 能 够 作出 
《a 》 中 的 平面 ? 

3， 证 明 下 语 三 个 平 语 具 有 公共 的 直线 . 

(4) 三 面 角 的 三 个 二 面 角 的 平分 面 ，(* 分 角 线 "). 

(5 ) 通过 三 面 角 的 楼 与 所 对 面 角 的 平分 线 作 的 平面 
人 中线 *). 

(0 ) 垂直 于 三 面 角 的 界面 并 且 通 过 它 的 “分 角 线 ”的 平 
面 ““ 中 短线 ”)。 

4， 对 任意 三 徊 角 用 平面 都 能 截 得 截 线 是 正三 角形 吗 ? 

5， 证 明 对 极 三 鹿角 的 性质 《1) 与 (2). 
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6， 下 列 和 数 在 怎 禅 的 记 轩 内 ? 

《4q) 三面 角 的 面 角 * 

Cb》 三 面前 的 二 面 衣 . 

7. 《Ga ) 证 明 ”如果 三 面 角 的 所 有 二 面 角 都 是 锐 前 ， 则 
所 有 面 角 也 都 是 锐角 ， 

《> 闭合 题 对 吗 ? 

8， 在 三 面 角 中 两 个 二 面 角 之 和 等 于 zx。 证明 它 们 所 对 
的 面 角 之 和 世 等 于 天。 

9， 在 三 面 角 中 通过 它 的 顶点 ， 在 此 个 界面 上 引 和 二 直 于 
它 的 对 楼 的 直线 .证 明 这 三 条 直线 共 面 。 

译 自 区 量子 1984 年 第 12 期 


十 八 、 多 图 形 的 立体 几何 问题 
J. 施 捷 昕 别 尔 过 | 


在 准备 数学 应 试 的 学 生 中 ， 最 薄弱 的 方面 是 立体 几何 ， 
他 们 中 的 许多 人 甚至 只 作 过 极 少 量 的 立体 几何 习题 , 这 说 
明 ， 立 体 几 何 问题 是 学 校 习题 集中 的 “皇后 >。 如 果 其 它 的 问 
题 可 以 指出 这 个 问题 * 在 什么 范 轩 内 ”(* 属 二 次 方程 "，“ 属 相 
似 形 ")， 那 么 ， 立 体 几 和 何 则 是 所 有 方法 的 总 和 ， 为 了 解 立体 
几何 问题 ， 无 论 纯 立体 几何 方法 ， 还 是 平面 几何 的 、 代 数 的 
方法 等 等 都 是 需要 采用 的 ， 学 会 以 怎样 的 顺序 使 用 这 些 方 法 
是 很 重要 的 ， 这 正 是 我 们 要 谈 的 . 

这 里 ， 我 们 介绍 解 多 图 形 的 立体 几何 问题 中 的 两 个 关键 
的 因素 ; 

5 i》 招 同 是 分 角 为 一 系列 更 简单 的 问 是 

(ii) 逐次 使 用 代数 方法 

我 们 研究 例题 . 

问题 1 在 以 5 为 顶点 的 正四 楼 锥 SA4BCD 中 有 一 个 
内 切 球 ， 与 第 一 个 球 相 切 的 第 二 个 球 ， 也 切 楼 锥 的 底面 于 点 
4， 通 过 第 二 个 球 的 中 心 和 楼 维 底 简 BC 边 作 截面 交 楼 SA 
于 点 入、 如 有 果 已 知 楼 ,8.4 垂直 于 截面 的 对 角 线 CKK， 求 这 个 
截面 对 棱锥 底面 的 倾角 . 

着 手 解 这 个 问题 时 ， 不 熟练 的 学 生 通 常 试 图 画 出 对 问 
题 所 有 条 件 都 能 “很 好 看 到 ”的 图 形 ， 并 生 逐 次 地 将 共 
一 个 汇率 通过 劝 一 个 米 表 示 ，。 但 荐 ， 变 做 到 这 一 点 ， 凤 使 不 
是 不 可 能 ， 铠 怕 也 是 很 困难 的 ， 
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我 们 采取 另外 的 行动 ， 去 画 总 体 示 意图 (图 1)， 并 县 斌 
着 同 符 这 样 的 问题 ; “为 了 精 奖 地 摘 述 这 个 结构 ， 应 当知 道 
怎样 的 尺寸 ”为 了 完全 确定 楼 锥 ,必须 知道 有 关 的 参数 ,例如 
底面 的 边 长 以 及 侧面 的 叙 角 ,对 于 球 需 要 知道 举 径 ,对 于 出 平 
面 (截面 ) 需要 知道 
它 的 倾角 ， 当 然 ， 也 
可 以 选择 另外 的 敌 
数 ， 敬 如 说 代办 底 边 
六 楼 锥 的 高 等 等 。 利 
用 这 些 参 数 为 的 是 足 
够 简单 地 膝 描 述 问 题 
的 亲 件 和 表达 所 求 的 
量 ， 常 有 这 种 铺 闹 ， 
第 一 种 参数 的 选择 不 完全 怡 当 ， 则 按 解 的 过 程 中 的 需要 改换 
变量 或 者 引入 新 的 变量 ， 于 上 是， 我 们 设 4 是 楼 锥 底面 的 边 
长 ，& 是 术 锥 昼 面 对 底面 的 倾角 ，r 和 民 分 别 表示 第 一 个 球 
和 第 二 个 球 的 半径 ，w 表示 荐 平面 (截面) 的 倾角 
很 清楚 ， 这 些 量 之 间 存 在 着 确定 的 关系 式 ， 我 们 试图 我 
到 这 种 关系 式 、 需 要 注意 的 是 ， 不 是 通过 一 个 表示 另 一 个 ， 
而 是 找 关 系 式 。 最 后 我 们 必须 计算 的 只 是 mp。 
现在 我 们 划分 图 “ 抬 ?， 记 就 是 敏 此 之 间 用 问题 条 件 联 系 
着 的 给 定 结构 的 图 形 组 . 
《1) 楼 锥 和 内 切 球 ， : 
2) 楼 久 座 面 和 两 个 球 (我 们 强调 ， 愉 是 底 而 不 是 鉴 
个 楼 锥 ); 
C3) 楼 锥 的 底 ， 第 二 个 球 和 割 平 面 (截面 }， 
‘4 盾 平 面 和 被 锥 (这 里 不 能 对 村 一 条 直线 SA， 
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禄 为 实质 上 说 ， 这 是 棱锥 的 一 条 楼 ). 

对 于 每 个 “把 ”我 们 作 狐 立 的 图 形 。 分开 它 们 ， 为 的 是 
方便 地 求 出 它们 图 形 中 的 关系 式 ， 当 线段 长 度 是 已 知 时 ， 就 
下 线段 的 旁边 《〈 象 在 公式 中 一 样 》 号 上 这 些 长 度 ， 这 个 久 素 
很 重要 在 图 中 的 长 度 可 以 帮 有 我 们 看 到 方程 在 图 中 放置 长 
度 的 过 程 我 们 称 为 “图 形 的 标识 >。 现在 对 每 个 “把 ”我 们 写 
出 得 到 的 关系 式 ， 


多 3 


第 1 图 “把 ?。 通 过 校 锥 的 高 和 面 SBC 上 的 侧 高 SE,， 

做 平面 交 楼 锥 为 一 个 等 醒 三 角形 ， 交 球 为 内 殷 在 这 等 豚 三 角 
形 内 的 一 个 半径 为 了 的 圆 (图 29)，{ 这 个 论断 ， 在 详细 写 解 
的 过 程 中 应 当 证 明 ， 尽 管 它们 恤 求 是 如 此 的 显然 ， 但 我 们 现 
在 重要 的 旦 寻求 解 本 身 ， 并 且 求 得 解答 ， 所 以 上 述 的 那 种 解 
释 与 说 明 我 们 就 略 云 了， 而 怎样 “进行 严格 性 ? 交 证 时 ， 碍 学 
较 教 学 和 各 种 升学 参考 书 中 都 已 给 予 了 充分 地 注意}. 我 们 
独立 地 分 出 截面 ( 图 2.8)， 内 切 球 的 中 心中 位 于 角 人 SB 琉 的 
平分 线 上 ， 角 SE 的 值 等 于 楼 锥 侧面 与 底面 之 闻 的 倾 前 ， 
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由 此 得 出 第 一 个 关系 式 ， 


六 妇 
于 = tg Dt | 

我 们 指出 ,不 利用 截面 ,而 用 楼 锥 在 翟 交 于 楼 BC 的 平面 
上 的 射影 ， 同 样 也 可 以 得 到 图 2.5. 

第 2 图 “把 ”， 取 出 两 个 球 和 棱锥 底面 的 单独 图 形 ( 图 
3c)， 选 择 这 样 的 位 置 进行 配置 ， 使 得 我 们 需要 的 北 段 和 角 
看 到 的 是 自然 的 量 信 {图 3.58)。 通过 明 亚 的 辅助 作 图 〈 不 机 
忘记 作 完 之 后 必须 证 明 !) 并 且 在 图 上 标 出 米 , 我 们 得 到 方程 


CR+r)*:— (RR-r):= (2) 。 


《通过 两 个 球 的 中 心 以 及 球 与 旗 面 的 切 点 作 截 看 也 得 到 
同样 的 图 形 ). 


图 3 第 2 图 把 
第 3 图 * 拒 ”。 类似 的 引证 ， 放 置 “把 ”在 单独 的 图 中 
(图 40)， 通 过 辐 助 作 图 和 标 图 (证 明 APB3A=qp!1) 并 且 画 
截面 (平面 AB 一 见 图 4.0) 由 直角 三 角形 AB， 我 们 得 到 
方程 
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R=atfe oY. 


图 4 

第 4 图 "把 ” 再 按 辐 样 的 手续 ,在 图 5a 中 指明 了 有 标识 
的 图 “把 ”"。 泗 四 是 “ 活 当 的 ” 截 平 夯 4co， 在 截 平 面 上 对 
全 部 所 需要 的 角 ( 它 们 用 小 男 弧 标记 7)， 看 到 的 都 是 自然 最 
但， 根据 入 形 容易 观察 到 ， 这 上 华 角 由 的 其 些 个 是 相等 的 ， 由 
此 得 则 三 角形 AC 和 4 古 s 相似 ， 进 而 有 方程 式 

Cu 几 : 
R : 2 


5 R= tg, 种 
a Gt 或 者 2a etg a, 
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现在 我 们 审查 条 件 ( 这 是 很 有 有 益 的 检验 方法 ). 

(1》 正 棱锥 ， 在 确定 棱锥 中 线段 的 长 时 利用 这 个 条 
性 . 

(2) 第 一 个 球 是 内 切 球 ， 当 建立 第 一 “把 ”的 方程 
时 ， 在 图 3. 中 利用 (AHO = 90°). 

《3 ) 第 二 球 与 第 一 球 相 切 ， 利 用 于 确定 两 个 球 心 之 间 
的 距离 (图 3.8) 

《4 ) 第 二 球 与 底面 相 切 ， 当 建立 第 3 “把 ”的 方程 时 
(CAPAB=qg)， 在 图 外 中 利用 到 (HAP= 90"). 

《5) 楼 心 4 与 截面 对 角 线 CK 的 垂直 性 ， 在 建立 第 4 
“把 的 方程 时 被 利用 . 

于 是 ， 全 部 条 件 都 用 到 了 ， 得 到 蒂 育 5 个 未知 数 的 4 个 
方程 ， 因 为 必须 拒 到 且 只 找 一 个 设 有 量 数 的 量 ， 那 么 有 量 数 
的 改 应 该 约 简 ， 这 就 是 说 ， 缺 少 一 个 方程 不 应 该 作为 盯 住 的 
目标 ， > 

到 此 为 正 几 何方 法 暂时 结束 ， 下 面 采用 代数 方法-《 对 
代数 , :应试 中 学 生 通 常 感到 自己 有 把 握 }， 我 们 冰 集 所 得 到 
的 方程 作为 一 组 : 


+R) Rr (2) 或 者 Shr =0* ， 


R=atgew, 
R=200tea., 
有 数值 的 量 吕 ，* 和 和 Ga， 由 这 些 方程 中 不 难 消去 ， 毕 后 
剩 下 涝 有 未 知 数 和 & 的 两 个 方程 组 . 
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位 
| sr 1 >» 


tgo= 2 Ctg &. 
这 个 方程 组 的 解 留 给 读者 去 完成 . 


( 答 ， tgp= 2) 


我 们 归纳 一 下 ， 解 带 有 彼此 相连 通 的 许多 疼 形 的 立体 几 
何 问 题 ， 可 以 分 为 下 列 步 驴 ， . 

1、 作 图 一 一 是 总 体外 形 图， 在 图 中 不 应 有 辅 劲 线 ， 它 
们 只 是 隘 脆 的 总 体 画面 

2. 引入 由 图 中 元 素 大 小 确定 的 变量 ， 如 果 这 些 变 量 有 
许多 也 不 要 害怕 ， 它 们 是 为 了 个 别 地 作出 共 形 元 素 中 的 择 一 
个 所 必须 的 ， 

3。 利用 总 体 图 和 间 题 的 条 件 分 册 “图 把 "， 

4.: 作出 每 “把 ”的 单独 的 图 形 、 标 识 图形 . 

5- 对 于 每 个 “图 把 ”选择 出 这 样 的 缩 图 (或 者 这 样 的 
截面 )， 为 的 是 打算 用 方程 联系 的 所 有 线段 和 角 ， 在 这 个 图 
“把 ”中 ， 看 到 的 是 自然 的 重 值 ， 标 定 记得 到 的 图 . 

6。 列 出 由 每 个 “图 把 ”所 得 到 的 方程 ， 不 必 卫 心 它们 
关于 什么 其 是 许可 的 . 

7. ”检验 所 有 条 件 的 利用 情况 ， 方 程 和 未 知 数 的 数量 以 
及 找到 符合 条 件 需 要 的 这 样 的 数值 的 可 能 性 . 

8。 将 引进 的 各 个 方程 联 立 为 方程 组 ， 并 且 解 这 个 方程 
组 ， 暂 时 放弃 几何 方法 ， 而 利用 代数 和 三 角 的 方法 - 

9. 检验 解答 .检验 几何 解 这 个 术语 是 值得 单独 说 一 
说 的 ， 现 在 我 们 介绍 一 种 检验 解 的 方法 一 合 量 法 .图 中 量 
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的 天 小 与 我 们 问题 的 解 管 彼此 应 是 一 致 的 
简单 的 计算 指出 ， 在 我 们 求 g 值 时 ， 角 a 与 直角 相 郑 


不 大 ( ctg a -六 3.)， 也 就 是 楼 欠 要 颇 为 有 力 的 售 发， 而 第 


二 球 的 半径 比 第 一 个 《内 切 》 球 的 半径 要 小 ! 情人 -其 
实 ， 我 们 是 凭借 不 正确 的 、 确 切 的 说 是 凭借 不 完全 正确 的 图 
形 来 求解 的 .难怪 有 入 说 ; “几何 学 一 一 是 由 不 正确 的 图 形 
作出 正确 结论 的 艺术 *， 容 易 确 认 ， 我 们 冉 第 1、 第 3 和 第 
4 “图 把 ”5 引入 的 方程 ， 
与 棱锥 的 “ 仲 长度” 没有 
任何 关系 ， 这 就 是 在 研究 
第 二 “图 把 ”时 应 当 进 行 
修正 ， 修正 过 的 图 3.5 的 
变态 在 图 6 中 显示 了 .但 
是 ， 在 方程 最 终 的 形式 
图 6 上 ， 这 个 收 正 并 没 囊 现 出 

来 。 我 们 着 重 指 出 ， 在 写 解 管 的 时 奶 应 当 考 虑 到 图 形 位 置 的 
瑞 有 可 能 的 变态 ， 

在 引入 的 解 的 模式 中 总 体 图 的 作用 ， 基 本 上 归于 为 了 能 
人 够 分 由 败 把 .正如 下 面 癌 题 中 的 分 群 ， 可 以 直接 根据 条 件 作 
出 ， 

问题 2 点 Ai1, By, Ci 上 D:， 有 4:，8;，C;,D; 位 于 
一 个 球面 上 . 线段 本 ds。 BB,, is 和 DD, | 区 于 
了 ;的 二 等 分 点 DO. 已 知 D1D;=21, 三 角形 上 BsC 与 
DB ,C; 和 面积 之 比 等 于 上 ， 锥 吕 A4,B81C 1 和 和 锥 口 六 ;B88;C, 体积 
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之 比 等 于 mm， 而 锥 O041814DiL 和 OA1B81Ds 体 积 之 比 等 于 
1# 。 求 线段 OA1，0O8 4 和 OC 的 长 , 

读者 能 够 独立 地 确认 ， 对 这 个 问题 可 以 作出 总 体 图 ， 但 
根据 总 体 图 什么 也 看 不 到 ， 因 此 不 必 从 它 着 手 ， 而 应 立刻 着 
手 于 分 “把 ”和 组 成 方程 设 q1=104A11,，as = 104;1， 
1 = 10811.， 类 似 地 我 们 确定 量 B， ci cs3， dy 和 dds, 《 引 
用 了 读者 很 少 昕 到 的 8 个 未 知 数 ， 如 果 需 要 的 话 ， 它 还 想 纪 
进 160 个 !) 立 刻 见 到 两 个 方程 

di=d:,=! 1) 

《“ 把 ”在 这 里 是 线段 口 ,Ds 和 它 的 中 点 OQ) 第 二 “把 "是 三 角 
形 08,C, 和 0OB.C.( 图 ?7) .它们 的 面积 通过 角 pg = BOC， 
= BIOC: 及 其 夹 边 来 表示 ， 我 们 得 到 


‘Sop,a, 0.5 Xx hcisiny baci 
bics " 


Bor .5xbicssinp 


岳 此 ， _bacl _ 


类 似 地 写 出 夸 锥 体积 的 比 ( 由 四 面体 O4C 和 
为 例 . 设 C1 日 是 它 引 疝 底 QA18, 上 的 高 ， 则 
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1 
Vo ao, = 3 ‘Doan ICH | 


1 ; i 
一 了 qaibisin ec,sin 8 


1 . 。 
= 6-obicisin a sin 8, 


其 中 a= /AOB,, 而 2 是 杰 Oo :与 底面 之 间 的 角 . 辣 样 
可 得 


1 。 。 
= 6. Cbscssin & sin 8, 


因此 ， Voa,s,o, oan,o: = obciabcs. 由 此 我 们 得 
到 下 面 的 方程 : 


Suber _ 
nbc = C3 
同样 可 得 
tb1di 
DB TY. 发生 六 


镜 下 只 有 一 个 条 性 没有 和 用， 除 OQ 点 外 ， 所 有 点 都 在 球 
面 上 ， 它 们 必须 写成 线段 OA， 0O4,,， OB …… 长 度 之 
间 的 关系 式 . 我 们 研究 出 球 于 和 线段 44144; 及 B18B8, 组 成 的 
“把 *， 包 含 这 些 线段 的 平面 与 球面 相交 ， 我 们 得 到 图 9 、 三 
角形 O00.B81 与 Oddi 相 侯 .《 因 为 ~ .4OB = /人 4,08,， 


BAD-= OP,A4, = 一 BA, j 所 以 
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ty 


10411:10B41=108 ,1:104;|， 世 就 是 
Gil9z = bibs. (5) 
类 似 地 ， 
bibs=ecs = dds. 
《站 了 
显然 ， 等 式 ( 1 ) 一 (6 ) 实 


三 


ba 


控 包 含 育 8 个 方程 (有 多 少 未 
知 数 有 多 少 个 方程 );， 并 且 间 
题 中 的 所 有 条 和 件 都 利用 了 .我 图 9 
们 解 这 些 方 程 组 成 的 方程 组 ， 得 到 管 案 ， 
去 震 二 
aa 1 和) 1 er=(krmn) 1. 


我 们 介绍 给 读者 的 这 个 方法 ， 几 乎 对 任何 立体 几何 问题 
使 用 时 都 可 以 或 大 或 小 地 取得 成 功 ， 因 此 掌握 这 个 方法 是 必 
要 的 ， 它 能 帮助 考生 克服 临场 胆 导 ， 并 已 为 参加 立体 几何 竞 
赛 的 考生 所 证 实 ， 


练 习题 


1。 在 三 角形 4BC 中 ，4C=1l2em，4B=- BC=3 10 
sm。 两 个 球 切 三 角形 4BC 的 平面 了 于 点 4 和 C， 并 于 
这 个 平面 的 不 同 侧 ， 这 两 个 球 心 之 间 的 更 离 等 于 15cm 
与 这 责 个 已 给 球 相 切 的 第 三 个 球 通过 点 吾 ， 确定 第 三 个 
球 的 半径 . 

2。 正三 楼 和 锥 SABCD 的 侧 凌 对 诡 平 面 的 颂 角 为 45"。 一 个 
球 切 底 4BC 所 在 平面 于 点 4， 并 且 与 棱 85 在 顶点 S 
外 的 延长 线 相 切 .通过 球 心 和 底面 的 高 线 BD 作 平 面 , 求 
这 个 平 曾 对 底 所 在 平 夯 的 倾角 . 
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在 半径 为 1icm 的 球面 上 有 点 4,，A1,，B, 8B., 蕊 科 
C1, 直 铸 Ad, BB 和 (CC 互相 垂直 旦 交 于 离 球 心 距 
离 为 v” 绚 em 的 一 点 村， 妈 果 已 知 B8B81=18cm， 点 
衣 分 线段 CO, 为 比 (8 荆 V3):;(8 一 vw 23), 求 线段 A4 i 
的 长 . , 

召 、 忆 两 点 在 二 年 和 4D 的 两 个 界面 上 .。 线段 DE 在 二 
南 角 界 而 上， 并 且 平 行 于 而 积 为 $ 的 三 角形 48C 所 在 
的 平面 。 在 四 面体 BCDE 中 有 内 切 球 ， 上 是 出 球 心 到 
直线 DE 的 距离 与 由 DE 到 平面 4B8C 距离 之 绕 . 讼 
BB' 是 点 8 在 平面 CBE 上 的 射影 .已 知 ,，tg/B'DE: 
tgABDE =1. 通过 -4 万 申 点 作 平面 哺 平 行 于 平面 
如 BC， 如 果 已 知 四 面体 .BCDE 所 有 界面 钓 面积 之 和 等 
于 o。 求 用 平 敬 忆 戴 由 四 面体 4BCD 与 BCDE 合成 的 
多 面体 .ABCDE 的 截面 的 面积 ， 

译 自 必 便 子 31983 年 第 2 期 


174 


十 九 、 立 体 几何 的 非 标准 问题 


C, 自 夫 曾 尼 杆 夫 ”可 ,小 惫 本 


在 每 个 考生 准备 参加 升学 考试 而 研究 莫斯科 天 学 近年 来 
的 数学 试题 的 时 候 ， 就 会 把 注意 力 转移 到 变化 十 分 显著 的 下 
边 两 部 分 ， 其 中 占 四 分 之 三 的 部 分 是 相当 容易 的 习题 ， 另 
外 四 分 之 一 的 部 分 是 难度 很 大 的 习题 。 在 《难题 》 中 包括 非 标 
准 代 数 〈 或 三 角 ) 题 ， 或 立体 几何 问题 . 

为 了 在 笔试 中 能 出 色 地 交卷 ， 应 当 对 非 标准 性 问题 的 解 
法 给 以 更 多 的 注意 . . 

首先 要 强调 补 造 恰当 的 图 的 重要 性 ， 在 构图 时 不 要 写 
记 ， 射 影 妨害 了 许多 空间 图 形 元 素 则 的 关系 ， 必 须 随 时 琢磨 
真正 的 角度 及 长 度 ， 图 不 应 当 充 满 难 于 描述 的 细节 ， 例 如 通 
常 没有 必要 在 图 中 趟 描绘 球面 或 等 分 的 平面 。 另 一 方面 ， 成 
功 地 补充 构图 ， 不 仅 可 以 表现 空间 形状 的 结构 ， 而 且 也 可 给 
出 解 题 的 巧妙 的 想法 .所 给 的 立体 几何 图 形 中 ， 一 - 些 重要 的 
平面 元 素 是 非常 重要 的 ， 例 如 在 个 别 的 图 中 描述 的 侧面 、 截 
面 或 投影 等 等 ， 

问题 1 三 楼 锥 SA4BC 由 它 的 项 点 如 或 人 局 构成 的 三 个 
面 角 之 和 为 180"。 叉 |S41= 1BCI， 如果 楼 欠 的 侧面 $BC 
的 面积 等 于 100 em*， 外 接 球 的 球 心 距 底 面 为 8em。 试 求 柄 
锥 的 体积 . 

解 ”问题 的 第 一 个 条 件 是 最 不 便于 利用 的 。 为 了 要 使 它 
更 加 直观 ， 孝 虑 棱锥 9.4BC (图 革 ) 的 展开 图 . 出 第 一 个 
条 件 得 敌 ， 点 仿 ,， 恕 ，S,s 与 Si1，C，S: 同 桩 位 于 一 条 直 
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线 上 ， 因 为 BC 是 入 S13.5, 两 腰 中 点 的 连 线 ，15Ss5S,|= 
21BC1. 另 一 方面 , 按 问 题 条 件 ，| ASl=14S:1=18C1. 


Ey | | 总 他 B 人 
4 GC | Cc 
3 Pi 
图 1 略 ? 


因此 ， 入 .AS 55; 是 退化 的 , 它 的 正确 的 展开 图 如 图 2 所 示 ， 
册 比 立即 得 知 ， 所 有 的 面 都 是 全 等 的 三 角形 。 就 是 说 ( 试 予 
证 明 1)， 它 的 外 切 球 的 妹 心 距 所 有 的 面相 等 。 如 果 将 外 切 球 
的 球 心 与 所 有 的 顶点 连接 、 则 这 个 棱锥 分 为 四 个 同样 大 小 的 
楼 锥 ， 每 个 棱锥 的 体积 等 于 


3 -83:100em? = 100cm?* 


问 征 2 具有 顶点 SS 及 底面 4BC 的 正三 棱锥 3.4BC 有 
一 半径 为 1 的 内 切 球 ，; 棱锥 的 
底面 与 侧面 闻 的 二 面 角 等 于 
80°*。， 证 明 ， 存 在 唯一 的 平田 ， 
与 多 于 的 边 AB5 与 BC 相 截 
于 点 对 与 六 ,使 1MNi1=5， 它 
与 球 相 切 于 距 点 村 与 六 等 中 
的 点 ， 并 与 (其 由 六 为 重 足 ?村 
锥 的 高 SK 的 延长 线 和 粗 交 于 
点 五 ， 试 求 线 段 SD 的 长 ， 
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解 ” 见 图 3， 我 们 马上 注意 到 ， 楼 锥 完全 由 诛 有 的 给 定 
平面 所 确定 ， 例如， 我 们 计算 底面 的 边 长 ， 考 虑 过 棱锥 的 高 
SK 与 便 棱 S 吾 的 截面 (这 样 的 截面 经 常 被 用 于 解决 正 校 难 
的 问题 )， 这 个 截面 交 例 面 4SC 于 侧 高 SL( 图 4o)s 在 它 
上 面 点 口 是 内 切 球 的 球 心 ， 因 为 |LKK1=v 3， 底面 的 边 等 
于 6 图 4.86)， 同样 地 可 以 算出 | SK1=3， 


信访 


刘 于 


图 4 


我 们 现在 证 明 ， 点 闭 与 N 由 问题 中 的 条 性 单 值 地 确定 ， 
因为 底面 也 和 球 相 切 ， 由 问题 条 件 得 知 ，IMEK!I=1IE&KNI 
《 试 予 证 明 1). 使 I 4M|=x。 上 比 时 可 断定 或 |CN1=x* 或 
18N| = x( 试 予 证 明 1). 

考虑 第 一 种 情况 (图 5.4)， 因 为 直线 MN 平行 于 诡 边 
AC, 


IMB!| |IMN!I_ 5. 


[IAB| IACI 6， 


由 此 x =1 . 我 们 注意 ,其 中 ]PK1 = | 天 LI TPLI= 


1， 就 是 说 ， 过 直线 皮 必 与 球 相 切 的 平面 ， 与 1SK | 的 延 
级 交 于 反攻 ， 
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转 到 第 二 种 情形 (图 5.6)。 对 于 AMBN， 按 祭 驴 定律 
计算 x*， 得 到 x = 3. ( 试 独立 地 进行 计算 并 说 明 理 
由 。 为 什么 对 % 进行 必要 的 限制 .现在 确定 点 开 至 线段 MN 


前 距离。 为 此 要 计算 八 MKN 的 面积 ， 
人 wm 一 地 wm tOraw— Sypn 


1 -- 1 1 一 
= 和 XX 9 
le V3_25V 3 
《和 一 YY- 2 1 
因此 ， aa 3 > 1， 


即 过 线段 MMN 并 与 球 相 切 的 平面 , 与 高 线 SKK 相 交 于 点 
五 ， 这 就 与 问题 的 条 件 相 矛盾 . 因此， 第 二 种 情形 是 不 可 能 
和 的， 这 就 证 有 明了 所 求 平面 的 存在 性 与 唯一 性 . 


图 5 
现在 转 到 进行 线段 长 度 SD 的 计算 上 来 .在 图 6 中 重新 
挡 绽 出 那个 与 图 4.a 相同 的 截 男 由 于 A 入 PKDwwA 八 QOD, 
容易 得 漳 |KDI =6。 由 此 |SD|=|KDI+|ISK|= 
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图 6 图 ?7 


问题 3 书 知 三 楼 锥 4BC 了 4 它 的 异型 的 标 AC 和 8D， 
-4 万 与 有 C 互相 惟 喜 ， 楼 4B 与 CD 相等 ， 所 有 校 锥 的 酚 与 
半径 为 + 的 球 相 切 ， 试 求 底面 4BC 的 面积 
解 ” 作 过 楼 AD 且 熏 直 于 楼 BC 的 平面 (图 7). 己 然 
《为 什么 ?7)， 这 个 平面 包含 楼 锥 的 高 ， 而 且 DELBC. 
IBE|I*= |1ABI: -1AE!:=1BD|:— IDEl:; 
[ECI:= 1 ACl?- |AE|:=|CD!I:- [DE|:. 
由 此 | . 
{1AB|I: + [ICD|I:=|BDI:+ {AC|: 《1》 
类 似 地 
[ABI: + ICDI*=1BC1l*: +1AD!: (2) 
现在 利用 空间 前 四 边 形 ， 它 的 每 边 都 与 球 相 切 ， 则 对 进 
边 长 的 和 相等 . 《类 似 于 熟知 的 加 外 切 的 四 边 形 的 性 质 , 试 迎 
让 征明}.。 把 这 个 论断 用 于 具有 过 长 A8,，BC, CD 与 DA 
的 空 间 四 边 形 ABCD 来， 得 
IABI+ICDI= |BCI+ 1ADI (3) 
勇 一 方面 ， 可 以 把 4B8CD 当 作 和 具有 边 长 AB、BD.。 DC 及 
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CA 的 空间 下边 形 。 因 此 
[ABI+|CD) =1BDI+1ACI (C4) 
比较 等 式 (1 2 一 《4 )， 并 命 和 14B|=qa， 得 到 两 组 方程 
人 
18DI+HC| = 2a. 


人 | -41:= 20:, 
IBC! +1AD| = a. 

由 这 两 组 等 式 容易 导出 ， 楼 锥 的 所 有 棱 长 都 等 于 a 。 豆 然 ， 
与 所 有 的 杰 相 切 的 球 心 ， 与 正四 面体 的 中 心 相合 ， 但 mr = 
了 rs， 此 处 ”为 内 切 球 的 半径 ,而 ”zx 是 与 底面 内 切 贺 半径 。 


要 为 ri 二 iV2 与 ra = 30, rr = 王 a*, 由 此 ,楼 


锥 的 底面 人 ABC 的 面积 


Sue = G2 = 3r2 。 


”问题 4 三 面 角 SASC (S 是 顶点 ) 的 所 有 面 角 都 是 直 
角 ， 在 界面 4SC 上 取 距 顶点 S$ 为 5cm 并 与 棱 SC 距 离 为 
3cm 的 点 SS， 由 位 于 三 面 角 人 $SABC 内 部 的 革 -- 点 于 至 点 嫩 


发 出 光线 ， 光 线 与 楼 SB 组 成 一 - 的 角 并 与 楼 SC 组 成 角 为 


-至 -。 光线 由 角 $4BC 的 界面 反射 开始 在 点 D， 然 后 到 点 


志和 点 瑟 ， 试 求 线段 EF 的 长 . 
和 解 ” 解 的 几何 思想 建立 在 映射 规律 的 基础 上， 把 光线 的 
轨迹 “化 直 ”. 我 们 注意 ,如 果 光 线 自 平面 呈 镜 面 反 射 ， 风 关于 
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这 个 平面 对 称 的 光线 ， 它 是 投影 光线 的 延伸 ， 在 图 8 中 描绘 
了 “化 直 的 ?光线 轨迹 .例如 ,线段 书 * 严 "是 由 钱 段 芯 F 在 构成 
三 而 角 的 平 古 上 反复 映射 得 到 的 ， 由 问题 的 条 件 得 知 ， 点 上 
处 于 距 侧 槟 S44 为 4cm 的 地 方 ， 因 为 线段 全 ' 吕 在 楼 SC 的 


投影 长 为 tem， 而 它们 之 间 的 角 为 -3 ，! 扩 DD!1 =8em. 改 就 


是 说 ， 线 段 玉 /DD 在 杰 SB 的 摄影 长 度 为 4 2 cm， 因为 线 
段 在 三 个 互相 垂直 的 轴 上 。 投 影 长 度 的 平方 和 等 于 线段 长 度 
的 平方 ,线段 ' 了 DD 在 楼 S44 上 的 投影 长 为 4cm。. 由 此 得 知 ， 
光线 最 初 落 到 BSC 平壤 上 ， 然 后 落 到 A458B 平 别 上 . 点 S 
把 这 个 投影 分 为 比 1:3， 显 然 ， 点 总 以 则 样 引 例 分 割 线段 
PD 因此 ,1E'F'|=2em. 


到 8 


问题 5 已 知 棱 稚 SS.48C， 一 直线 与 4C 与 8C 两 楼 垂 
和 直 相 交 而 且 通 过 棱 BS 的 中 点 。A4SB 与 BSC 两 个 平面 的 面 
积 相等 ， 丙 界面 4SC 的 画 积 比 平 南 BSC 的 面积 大 两 倍 . 
特 楼 难 认 的 一 点 Mr 到 吾 、S 丽 顶点 的 距离 之 和 等 于 点 财 到 楼 
锥 所 有 的 界面 的 距离 之 各 . 试 求 由 点 村 到 顶点 的 距离 ， 和 如 
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时 14C1=w6，1BS1-=+。 

解 ” 合 开 与 六 表示 对 于 楼 4C 与 9 如 的 公 垂 线 与 这 两 个 
楼 的 交点 [网 9 ). 

很 明显 ， 问 题 的 解 应 当 自 分 析 它 的 条 件 开始 ， 它 不 社 太 
到 点 好 的 和 位置、 由 ASB 与 BSC 两 个 界面 面积 相等 得 出 ， 
点 4 与 志 到 楼 SB 的 距离 租 等 . 

考虑 计算 在 直线 〈T) 上 的 点 到 直线 《IE) 的 距离 的 一 
般 问 题 ( 图 10)， 命 过 品 ,， 人 〇 ;两 点 表示 的 直线 ( 1),，( I) 的 
公 甜 线 的 两 个 季 是 ，a=140.1，d=10.0sl， PP 是 ( I)， 
《 工 ) 商 直线 的 交角 ， 上 让 是 点 A 到 直线 《1 的 有 滤 离 ,由 图 
10 容易 求 出 


hh=vasinip+d? 5) 


图 9 图 0 


由 此 得 知 ， 和 站 线 《 了) 上 上 距 直 线 《I) 等 距 的 任意 两 
点 ， 它们 到 这 两 条 直线 的 公 翟 线 垂 足 的 距离 相等 ， 因 此 点 到 
是 线 引 ALU 的 由 点 。 其 次 由 公式 (5) 表明 ， 点 S 与 点 卫 距 
楼 AC 等 远 ， 由 此 得 知 ， 界 面 ASC 与 4ABC 面积 相同。 由 
我 们 导出 的 公式 ( 5 )， 同 样 能 得 到 ASC，BSC 两 个 平面 的 
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面积 
Seo=p=yY584 sintgtd?, 
1 | 3 .is 2 
sp 一 0 一 a a 1 中 中 可 《6 


出 问题 条 性 p= 29， 或 


2 
由 此 


6 -二 SjazgD +'d? = > sin*mtd?. (C7) 


= -1sia gl. C8) 


于 是 ， 给 定 AC 与 5 旦 两 楼 问 的 角 p 的 平面 完全 确定 了 楼 
锥 ， 除 了 关于 点 MM 说 到 的 之 外 ， 满 足 所 有 问题 的 条 件 ， 

我 们 注意 ， 由 以 上 分 析 同 样 可 得 到 ， 线 段 KN 在 具有 
AC，SB 两 楼 的 楼 锥 的 二 面 角 平分 面 上 . 

现在 转 到 关于 点 M 的 位 置 分 析 上 来 . 由 以 上 分 析 表 明 线 
段 KN 的 特殊 作用 ， 将 我 们 的 命题 推进 一 步 ， 即 满足 问题 
条 件 的 点 MM， 站 这 个 线段 上 ， 对 此 我 们 深信 不 疑 ， 考 虑 点 MM 
在 线段 KN 上 的 投影 工 ， 工 与 MM 两 点 在 全 直 于 线段 KN 
的 平面 上， 因此 在 具有 AC，SB 两 个 楼 的 楼 锥 的 二 面 角 的 
平分 面 上 ， 如 果 平 面 与 二 面 角 的 平分 面 垂直 ， 则 在 这 个 角 内 
部 的 点 到 界面 的 距离 的 和 是 个 常量 .( 试 独立 地 证 明 ， 利 
用 自 等 膀 三 角形 底 边 上 的 点 到 它 的 两 采 的 距离 之 和 是 一 常 
量 )。 因 此 ， 点 对 与 点 蕊 到 楼 锥 四 个 面 的 距离 相等 ， 将 它们 
的 和 用 了 表示 并 加 以 计算 ， 命 和 = 1 天 工 | 及 天 为 楼 锥 的 体 - 
积 ， 显 然 ， 由 点 到 4BC。4SC 两 平面 的 距离 之 和 等 于 
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人 六 就 是 说 ， 由 点 工 到 那些 平面 的 距离 之 和 等 于 


启 -…-。 类 似 地 计算 由 点 工 到 BSC 与 4SB 两 平面 的 


距离 之 和 |: ,lr -于 


利用 公式 


= | ACI .HBSI:|KNI.|sing| 


( 试 独 空 导出 这 个 有 用 的 公式 》 及 公式 (8) 与 C8)。 我 们 


得 到 1 =2V 2(4d-- 半 】 


另 一 方面 ，1lSMI1+ [BMI>1SLI+ 18L1( 试 予 证 明 !1) 
因此 1? 守 1SLi+ |BL1. 


但 是 1SLI+1BLI -2 lL + » 


由 此 2V 2(a - EL)>2V + Cd- ai 


或 
0.9xs 一 .6cfx 二 0.6d2 +0.25<0. 《9 》 


由 式 ( 8)，d << 环 ~-， 放 在 式 〈9 》 中 的 二 次 三 项 式 的 判别 
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式 万 不 超过 零 ， 因 此 万 =0，d = 了 ，x = 3 ,点 采 与 点 


工 重 人 台 . 
[MB| -Vi i(d—x ) = 
最 后 我 们 注意 ， 不 能 把 我 们 导出 的 问题 的 解 当 作 笔试 的 
答案 的 样板 . 我 们 所 力求 表达 的 只 是 基本 的 想法 和 解 的 方 
法 ， 不 少 地 方 都 把 非常 主要 的 内 容留 给 读者 去 独立 完成 了 ， 


- 练 可 

1.。 已 知 三 棱锥 5.4BC， 在 它 的 项 点 4、 瑟 、 伟 的 每 一 
个 点 处 三 个 面 角 之 和 等 于 180"， 如 果 已 知 BC = dem，-4C = 
5cm， ARB=6cem. 试 求人 SA 与 BC 两 异 面 棱 的 距离 . 

2。 三 棱锥 48CD 的 所 有 侧 楼 和 某 个 球 祖 切 ， 连结 异 
面 杰 4B 与 CD，AC 与 BD，AD 与 BC 中 点 的 三 个 线段 相 
等 ， DBC 等 于 50"， 而 BCD 大 于 LBDC, 试 求 ABD 
学 ABC 两 个 界面 面积 之 比 ， 

3-. 在 直 河 锥 内 部 ， 有 三 个 半径 为 4，4，5 的 球 与 席 
面相 切 。 其 中 的 每 一 个 球 与 另 两 个 球 及 圆锥 的 某 个 母线 相 


切 。 如果 已 知 母线 与 底面 之 间 的 角 等 于 2arc tg 了 了 ， 试 求 陪 


锥 底面 的 半径 . 
4。 扶 锥 人 ABC 的 三 个 界面 .AASB，BSC 与 AS8 面积 
祖 等 由 枝 BC 的 中 点 到 4SB 与 4SC 两 个 面前 距离 之 和 


是 由 顶点 S 所 引 杞 锥 的 高 的 1- 二 倍 。 在 楼 锥 的 内 部 有 点 
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维 所 有 界面 的 距离 之 和 ， 如 采 校 4S 的 长 等 于 YY- 31. ， 试 求 


校 锥 的 全 表面 积 . 

5. 棱锥 48CEH 的 底面 是 西 四 边 形 4BCE&£， 它 的 对 
角 线 号 已 将 它 分 为 两 个 等 积 的 三 角形, 杰 AB 的 长 等 于 1， 
BC 与 CE 两 楼 的 长 度 相等 ，A 日 与 上 日 两 楼 长 度 的 和 等 


于 v3， 校 锥 的 体积 等 于 下 试 求 放 在 楼 锥 4BCE 末 内 


具有 最 大 体积 的 球 的 半径 . 
译 自 《量子 9》1879 年 第 6 期 . 
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